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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar el uso de Lean mediante ejemplos
matematicos usando. Esta basado en el libro Mathematics in Lean de Jeremy
Avigad, Kevin Buzzard, Robert Y. Lewis y Patrick Massot.

El trabajo se presenta en formas:

= Como un libro en PDF
= Como una pagina HTML.

» Como un proyecto en GitHub.

1.2. Presentacion panoramica de Lean
= Ejemplo de evaluacion

#eval 2 + 3

- Comentario: Al poner el cursor sobre eval se escribe el resultado en el
- minibuffer.

m Ejemplo de comprobacion con check


https://leanprover-community.github.io/mathematics_in_lean/index.html
https://www.cs.us.es/~jalonso/apuntes/Matematicas_en_Lean/Matematicas_en_Lean.pdf
https://www.cs.us.es/~jalonso/apuntes/Matematicas_en_Lean/README.html
https://github.com/jaalonso/Matematicas_en_Lean
./src/Introduccion/Ejemplo_de_evaluacion.lean
./src/Introduccion/Ejemplo_de_comprobacion_con_check.lean
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#check 2 + 3
-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check escribe en el minibuffer

- - 2+ 3:N
-- que indica que el valor de la expresién es un numero natural.

» Ejemplo de definicién de funciones

#check f

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
- - f :N-N

#eval T 2

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre eval se obtiene
-- 5

m Ejemplo de proposiciones

-- Ejercicio 1. Definir la proposidn ultimo teorema de Fermat que
-- expresa el ultimo teorema de Fermat.


./src/Introduccion/Ejemplo_de_definicion_de_funciones.lean
./src/Introduccion/Ejemplo_de_proposiciones.lean

1.2. Presentaciéon panoramica de Lean

def ultimo teorema de Fermat :=
Vxyzn:N n>2-x*y*z=z0o-x+yn =z

#check ultimo teorema de Fermat

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
-- ultimo teorema de Fermat : Prop

= Ejemplo de teoremas

theorem facil : 2 + 3 =5 := rfl

-- Comentarios:
-- 1. Para activar la ventana de objetivos (*Lean Goal*) se escribe
- - C-c C-g

-- 2. Se desactiva volviendo a escribir C-c C-g
-- 3. La téctica rfl (ver https://bit.ly/2BYbiBH) comprueba que 2+3 y 5
-- son iguales por definicidn.

#check facil
-- Comentario: Colocando el cursor sobre check se obtiene

- - facil : 2 + 3 =5

-- Ejercicio 3. Enunciar el teorema dificil que afirma que se verifica
-- el ultimo teorema de Fermat, omitiendo la demostracion.

def ultimo teorema de Fermat :=
Vxyzn:N n>2-x*y*z=0o-x+yn =z


./src/Introduccion/Ejemplo_de_teoremas.lean
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theorem dificil : ultimo teorema de Fermat := sorry

-- Comentarios:

-- 1. La palabra sorry se usa para omitir la demostracion.

-- 2. Se puede verificar la teoria pulsando

-- C-x !I'1

-- Se obtiene

- - 31 1 warning declaration 'dificil' uses sorry

#check dificil

-- Comentario: Colocando el cursor sobre check se obtiene
-- dificil : ultimo teorema de Fermat

» Ejemplo de demostracién

-- Ejercicio. Demostrar que los procutos de los numeros naturales por
-- numeros pares son pares.

import data.nat.parity tactic
open nat

-- 12 demostracién
example : V m n, even n - even (m * n) :=
assume m n (k, (hk : n =2 * k)),
have hmn : m * n =2 * (m * k),
by rw [hk, mul left comm],
show 3 1, m * n =2 * 1,
from ( , hmn)

-- 22 demostracion (mediante término)
example : V. m n, even n - even (m * n) :=
A mn (k, hk), (m * k, by rw [hk, mul left comm])

-- 32 demostracidon (mediante tacticas)
example : Y m n, even n - even (m * n) :=
begin


./src/Introduccion/Ejemplo_de_demostracion.lean

1.2. Presentaciéon panoramica de Lean

rintros m n (k, hk),
use m * k,
rw [hk, mul left comm]

end

-- 42 demostracion (mediante tacticas en una linea)
example : V. m n, even n - even (m * n) :=
by rintros m n (k, hk); use m * k; rw [hk, mul left comm]

-- 42 demostracién (automatica)
example : V m n, even n - even (m * n) :=
by intros; simp * with parity simps

-- Comentarios:

-- 1.

Al poner el curso en la linea 1 sobre data.nat.parity y pulsar M-.
se abre la teoria correspondiente.

. Se activa la ventana de objetivos (*Lean Goal*) pulsando C-c C-g
. Al mover el cursor sobre las pruebas se actualiza la ventana de

objetivos.
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Capitulo 2

Aspectos basicos del
razonamiento matematico en
Lean

En este capitulo se presentan los aspectos basicos del razonamiento ma-
tematico en Lean:

m cdlculos,
» aplicaciéon de lemas y teoremas y

® razonamiento sobre estructuras genéricas.

2.1. Calculos

m Asociativa conmutativa de los reales

- Ejercicio. Demostrar que los numeros reales tienen la siguente
- propiedad
(a *b) *c=b* (a*c)

import data.real.basic

- 12 demostracion

example (abc : R) : (a*b) *c=Db* (a*c) :=

11


./src/Basicos/Asociativa_conmutativa_de_los_reales.lean
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begin

rw mul _comm a b,

rw mul _assoc b a c,
end

-- Comentarios:

-- 1. Al colocar el cursor sobre el nombre de un lema se ve su enunciado.
-- 2. Para completar el nombre de un lema basta escribir parte de su

-- nombre y completar con S-SPC (es decir, simultdneamente las teclas
-- de maytscula y la de espacio).

-- 3. los lemas usados son

-- + mul com : (VY ab:G), a*b=>b%*a

- - + mul assoc : (VWabc:G), (a*b) *c=a*(b*c)

-- 4. La tactica (rw e) (ver https://bit.ly/3eUxbjD) reescribe una

-- expresién usando la ecuacidn e.

-- El desarrollo de la prueba es:

-- inicio

-- abc:R

== F (a *b) *c
-- rw mul comm a b,
- - abc:R

-- F (a *b) *c
-- rw mul assoc b a ¢
-- no goals

b * (a * c)

b * (a * c)

-- 22 demostracion

example
(abc:R)
(a*b) *c=Db* (a*c) :=
calc
(a *b) *c (b *a) * ¢ : by rw mul comm a b
.=b * (a*c) : by rw mul assoc b a c

-- Comentario: El entorno calc (ver https://bit.ly/2NRxiAU) permite
-- escribir demostraciones ecuacionales.

-- 32 demostracion

example (abc : R) : (@a*b) *c=Db*(a*c) :=
by ring
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-- Comentario: La tactica ring demuestra ecuaciones aplicando las
-- propiedades de anillos.

» Ejercicios sobre aritmética real

-- Ejercicio 1. Demostrar que los numeros reales tienen la siguente
-- propiedad
-- (c *b) *a=b%* (a*c)

-- Importacién de libreria

import data.real.basic

-- 12 demostracion

example
(abc: R)
(c *b) *a=Db* (a*c) :=
begin

rw mul_comm c b,

rw mul assoc,

rw mul_comm c a,
end

-- Desarrollo de la prueba:

- - abc:R

-- F (c *b) * a
-- rw mul _comm c b,
- - abc:R

-- F (b *c) *a=b* (a*c)
-- rw mul_assoc,

-- abc:R

- - Fb* (c*a)
-- rw mul comm c a,
-- no goals

b * (a * c)

b * (a * c)

-- 22 demostracion


./src/Basicos/Ejercicios_sobre_aritmetica_real.lean
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example
(abc:R)
(c *b) *a=Db* (a*c) :=
calc

(c * b) * a (b * ¢c) *a: by rw mul_ comm c b
b * (c *a) : by rw mul assoc
b*

(@ * c) : by rw mul comm c a

-- 32 demostracion

example
(abc:R)
(c *b) *a=Db* (a*c) :=
by ring

-- Ejercicio 2. Demostrar que los numeros reales tienen la siguente
-- propiedad
-- a* (b *c)=>b*(a*c)

-- 12 demostracion

example

(abc: R)

ca* (b*c)=Db* (a*c) :=
begin

rw ©mul_assoc,

rw mul comm a b,

rw mul assoc,
end

-- Comentario. Con la tactica (rw <e) se aplica reescritura sustituyendo
-- el término derecho de la igualdad e por el izquierdo.

-- Desarrollo de la prueba

-- abc:R
-- Fa*(b*c)=>b* (a*c)
-- rw «mul_assoc,
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- - abc:R

- - F (a *b) *c
-- rw mul _comm a b,
- - abc:R

-- F (b *a) *c
-- rw mul_assoc,

-- no goals

b * (a * c)

b * (a * c)

-- 22 demostracion

example

(abc: R)

ca* (b*c)=D>b* (a*c) :=
calc

a* (b *c) (a *b) *c: by rw Emul_assoc
(b *a) * c: by rw mul comm a b

b * (a * c) : by rw mul assoc

-- 32 demostracion

example
(abc: R)
ca*(b*c)=Db* (a*c) :=
by ring

= Ejemplo de rw con hipétesis

-- Ejercicio. Demostrar que si a, b, c, d, e y f son numeros reales
-- tales que

-- a*b=c*d

o= e=Tf°1

-- Entonces,

-- a* (b*e)=c*(d*f)

import data.real.basic

-- 12 demostracion

example


./src/Basicos/Ejemplo_de_rw_sobre_hipotesis.lean

16 Capitulo 2. Aspectos basicos del razonamiento matematico en Lean

(abcdef : R)

(h1 : a * b =c *d)

(h2 : e = f)

ta *(b*e)=c* (d*f) :=
begin

rw h2,

rw ©mul_assoc,

rw hl,

rw mul assoc,
end

-- Comentario: La tdctica (rw h2) reescribe el objetivo con la igualdad
-- de la nipétesis h2.

-- Desarrollo de la prueba

-- inicio

-- abcdef:R,

-- hl : a*b=c *d,

-- h2 : e=f

- Fa*(b*e)=c* (d*f)
-- rw h2,

-- S

- Fa*(b*f)=c*(d*T)
-- rw «mul_assoc,

-- S

- F(a*b)*f=c*(d*f)
-- rw hl,

-- S

-- F (c*d) *f=c* (d*f)
-- rw mul _assoc,

-- no goals

-- En el desarrollo anterior, S es el conjunto de las hipdtesis; es

-- decir,

- - S={abcdef:R,

-- hli : a*b=c *d,
-- h2 : e = f}

-- 22 demostracion

example
(abcdef :R)
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(h1 : a * b =c *d)

(h2 : e = f)
ca *(b*e)=c* (d*f) :=
calc
a* (b*e)=ax*(b*f): by rwh2

= (a * b) * f : by rw|-mul_assoc
= (c *d) *f : by rwhl
.=¢Cc * (d* f) : by rw mul _assoc

-- 32 demostracion

example
(abcdef :R)
(h1 : a * b =c * d)

(h2 : e = f)
:a*(b*e)=c* (d*Ff) :=
by finish

-- Comentario: La tdctica finish (ver https://bit.ly/3ionJHE) simplifica
-- el objetivo usando las hipdtesis.

» Ejercicio de rw con hipétesis

-- Ejercicio 1. Demostrar que si a, b, c, d, e y f son numeros reales
-- tales que

-- b*c=e*f

-- entonces

-- ((a *b) *c) *d=((a*e) * ) *d

import data.real.basic

-- 12 demostracion

example
(abcdef :R)
(h : b*c=e*f)
((@*b) *c) *d=((a*e)*f) *xd:=
begin

rw mul _assoc a,
rw h,


./src/Basicos/Ejercicio_de_rw_sobre_hipotesis.lean
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rw «©mul_assoc a,
end

-- El desarrollo de la prueba es

-- 1nicio

-- abcdef:R,
- - h:b*c=e*
-- F(a * (b * c))
-- rw mul _assoc a,
-- S

-- Fa* (b*c)*d
-- rw h,

-- S

-- Fa*(ex*xf)*xd
-- rw «mul_assoc a,

- - no goals

f
*

Q
1l

((a *e) *xTF) *d

*e*f*d

1]
Q

B @ = O g

Il
Q

-- En el desarrollo anterior, S es el conjunto de hipdtesis; es decir,
-- S={abcdef:R,
== h:b*c=e*f}

demostracion

:
N
[

example
(abcd
(h : b *
((a *b
calc
((a * b) * c)

e
C
) ¥*c) *d=((a*e) *f) *d:=

*
o
1

(@ * (b *c)) *d: by rw mul assoc a
(a * (e *f)) *d: by rwh
((a*e) *f) *d: by rw Emul_assoc a

-- 32 demostracion

example
(abcdef :R)
(h : b*c=e*f)
((@a*b) *c)*d=((a*e) *f)*d:=
by finish

-- Ejercicio 2. Demostrar que si a, b, c y d son numeros reales tales
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-- que
-- c=b*a-d
-- d=a*b

-- entonces

- - c =20

-- 12 demostracion

example
(abcd:R)
(h1 : b *a-d)
(h2 =a * b)
:C = =
begin
rw hl,
rw mul comm,
rw h2,
rw sub self,
end

D Q0
|

-- Comentario: El dltimo lema se puede encontrar escribiendo previamente
-- by library search

-- y afirma que

== V(a:G), a-a=20

-- Desarrollo de la prueba:

-- Inicio

-- abcd:R,

-- hl1 : c=b *a - d,
-- h2 : d=a *b

-- Fc=0

-- rw hl,

-- S

-- Fb*a-d=20

-- rw mul comm,

-- S

-- Fa*b-d=20

-- rw h2,

-- S

-- Fa*b-a*b=20
-- rw sub_self,

-- no goals
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-- En el desarrollo anterior, S es el conjunto de hipdtesis; es decir,
- - S={abcd:R,

-- hi : c=b*a - d,

-- h2 : d =a * b}

-- 22 demostracion

example
(abcd:R)
(h1 : ¢c=b *a - d)
(h2 : d =a * b)
1 Cc =0 :=
calc
c =b*a-d : by rw hl
a*b-d : by rw mul comm
a*b-a*b: by rwh2
=0 : by rw sub self

-- 32 demostracion

example
(abcd: R)
(h1 : c=b *a - d)
(h2 : d = a * b)
:c=0

by finish [mul comm]

m Reescritura con varios lemas

-- Ejercicio. Demostrar que si a, b, c, d, e y f son nuimeros reales
-- tales que

-- a*b=c*d

== e="f"

-- entonces

-- a* (b*e)=c*(d*f)

import data.real.basic

-- 12 demostracion


./src/Basicos/Reescritura_con_varios_lemas.lean

2.1. Calculos

21

example
(abcdef :R)
(h1 : *b=c*d)
f

rw h2,

rw ©mul_assoc,

rw hl,

rw mul assoc,
end

-- Desarrollo de la prueba

-- abcdef: R,

-- hl : a*b=c *d,

-- h2 : e=f

- Fa*(b*e)=c* (d*f)
-- rw h2,

-- Fa*(b*f)=c*(d*f)
-- rw «mul_assoc,

-- F(a*b) *f=c*(d*f)
-- rw hl,

-- F (c *d) *f=c* (d*f)

-- rw mul _assoc,
-- no goals

-- 22 demostracion

example

(abcdef :R)

(h1 : a * b =c *d)

(h2 : e = f)

ca*(b*e)=c*(d*Tf):=
begin

rw [h2, Hmul_assoc, hl, mul assoc]
end

-- Comentario: Colocando el cursor en las comas se observa el progreso

-- en la ventana de objetivos.

-- 32 demostracion
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example
(abcdef :R)
(hl1 : @ * b=c *d)
(h2 : e = f)
ca * (b *e)=c* (d*f) :=
by rw [h2, Hmul_assoc, hl, mul assoc]

-- 42 demostracion

example
(abcdef :R)
(h1 : a *b=c*d)

(h2 : e = f)
:a* (b*e)=c*(d*f):=
by finish

-- 52 demostracion

example

(abcdef :R)

(h1 : a * b =c * d)

(h2 : e = 1)

ca* (b*e)=c* (d*f):=
calc

a* (b * e)

a* (b* f) : by rwh2

= (a * b) * f : by rw |cmul_assoc
= (c*d) *f : by rwhl

c * (d* f) : by rw mul assoc

m Declaracidn de variables en secciones


./src/Basicos/Declaracion_de_variables_en_secciones.lean

2.1. Calculos

section

-- Ejercicio 3. Declarar que a, b y c son variables sobre los niumeros
-- reales.

variables a b c : R

#check a

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
- - a: R

#check a + b

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
- - a+b: R

#check (a : R)
-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene

- - a: R

-- Ejercicio 7. Calcular el tipo de
-- mul comm a b

#check mul _comm a b

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
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-- Ejercicio 8. Comprobar que el tipo de

-- mul comm a b
-- es
-- a*b=>b*a)

#check (mul comm a b : a * b =Db * a)

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
-- mul comma b : a *b =>b * a

-- Ejercicio 9. Calcular el tipo de

-- mul assoc ¢ a b

#check mul assoc c a b

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene

-- mul assoc cab : c *a*b=c* (a*hbh)

-- Ejercicio 10. Calcular el tipo de
- - mul comm a

#check mul comm a

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
- - mul comma : Y (b : R), a*b=>b*a

-- Ejercicio 11. Calcular el tipo de
-- mul comm
#check mul_comm

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
-- mul comm : ¥ (ab : ?M1), a *b=>b * a
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-- Ejercicio 12. Calcular el tipo de
- - @mul comm

#check @mul comm
-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
- - mul comm : ¥V {G : Type u 1} [ inst 1 : comm semigroup G] (a b : G),

- a*b=>b%xa

end

m Demostracién con calc

-- Ejercicio. Demostrar que si a y b son numeros reales, entonces
-- (a+b) *(a+b)=a*a+2*(a*b)+b*hb

import data.real.basic
variables a b : R

-- 12 demostracion

example :
(a+b) *(a+b)=a*a+2*(a*b)+b*b:=
begin
rw mul add,
rw add mul,
rw add mul,
rw | add_assoc,
rw add assoc (a * a),
rw mul _comm b a,
rw H two mul,
end

-- El desarrollo de la prueba es

- - ab:R

- - F (a+b) * (a+b) =a*xa+2*(a*b)+b*>b

-- rw mul _add,

- - F (a+b) *a+ (a+b) *b=a*a+2* (a*b)+b*hb


./src/Basicos/Demostracion_con_calc.lean
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-- rw add mul,

-- Fa*a+b*a+ (a+b) *b=a*a+2%*(a*b)+b*h>b
-- rw add mul,

- - Fa*a+b*a+ (a*b+b*b)=a*a+2* (a*b)
-- rw < add assoc,

-- Fa*a+b>*a+a*b+b*b>b
-- rw add assoc (a * a),

s
o

*
o

2 * (a*b)+b*b

1l
Q

*
Q

4

- - Fa*a+(b*a+a*b)+b*b=a*a+2%*(a*b)+b*hb
-- rw mul comm b a,
-- Fa*a+(a*b+a*b)+b*b=a*a+2%*(a*b)+b*hb
-- rw « two mul,
-- no goals
-- 22 demostracion
example :
(a+b) *(a+b)=a*a+2%*(a*b)+b=*b:=
calc
(a +b) * (a+0b)
=(a+b) *a+ (a+b) *b : by rw mul_add
a*a+b*a+(a+b) *b : by rw add mul
a*a+b*a+(a*b+b*b): by rwadd mul
—a*a+b*a+a*b+b*b : by rwldadd assoc
a*a+(b*a+a*b)+b*b: by rwadd assoc (a * a)
a*fa+(a*b+a*b)+b*b: by rwmul commb a
=a*a+2*(a*b)+b*b : by rwid twomul
-- 32 demostracién
example :
(a+b) *(a+b)=a*a+2*(a*b)+b*b:=
begin

rw [mul add, add mul, add mul],
rw [Hadd_assoc, add_assoc (a * a)l,
rw [mul _comm b a, Htwo_mul],

end

-- El desarrollo de la prueba es

- - ab:R

-- Fa*a+(a*b+a*b)+b*b
-- rw [mul add, add mul, add mul],

-- Fa*a+b*a+(a*b+b*b)=a*a+2%*(a*b)+b*h

a*a+2%*(a*b)+b*hb



2.1. Célculos 27

-- rw [<add assoc, add assoc (a * a)l,

-- Fa*a+(b*a+a*b)+b*b=a*a+2%*(a*b)+b*hb
-- rw [mul comm b a, <two mul]

- - no goals

-- 42 demostracion

example :
(a+b) *(a+b)=a*a+2*(a*b)+b*b:=
calc
(a +b) * (a+b)
=a*a+b*a+ (a*b+b*b): by rw [mul add, add mul, add mul]
.=a*a+(b*a+a*b)+b*b: byrw [Hadd_assoc, add assoc (a * a)l
.=a*a+2* (a*b)+b*hb : by rw [mul comm b a, Htwo_mul]

-- 42 demostracion

example :
(a+b) *(a+b)=a*a+2*(a*xb)+b*b:=
by ring

m Ejercicio con calc

-- Ejercicio. Demostrar que si a, b, c y d son numeros reales, entonces
-- (a+b) *(c+d) =a*c+a*d+b*c+b*d

import data.real.basic
variables a bcd : R

-- 12 demostracion

example
(a+b) *(c+d)=a*c+a*d+b*c+b*d:=
begin
rw add mul,
rw mul add,
rw mul add,
rw | add_assoc,


./src/Basicos/Ejercicio_con_calc.lean
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end
-- El desarrollo de la prueba es

-- abcd:R

-- F(a+b) * (c+d) =a*c+
-- rw add mul,

-- Fa*(c+d) +b* (c+d) =a*c+a*d
-- rw mul _add,

-- Fa*c+a*d+b* (c+d)
-- rw mul_add,

-- Fa*c+a*d+ (b*c+b*d) =a*c+a*d+b*c+b*d
-- rw « add assoc,

-- no goals

Q
*
Q
s
o
*
(9}
o

b * d

b*c+b*d

+

+b *c+b*d

1}
Q

*
(9}

+
Q

*
Q

-- 22 demostracion

example
(a+b) *(c+d) =a*c+a*d+b*c+b*d:=
calc
(a + b) * (c +d)

=a* (c+d) +b* (c+d) : by rw add mul
=a*c+a*d+b* (c+d) : by rw mul _add
=a*c+a*d+ (b*c+b*d) : by rwmul add
—a*c+a*d+b*c+b*d : by rwadd assoc

-- 32 demostracion

example : (a+b) * (c+d) =a*c+a*d+b*c+b*d:
by rw [add mul, mul _add, mul add, Hadd assoc]

-- 42 demostracion

example : (a +b) * (c+d) =a*c+a*d+b*c+b*d:
by ring

m Ejercicio: Suma por diferencia

-- Ejercicio. Demostrar que si a y b son numeros reales, entonces
== (a +b) * (a -b) =a2- b2


./src/Basicos/Ejercicio_Suma_por_diferencia.lean

2.1. Calculos

import data.real.basic
variables a bcd : R

-- 12 demostracién (por reescritura usando el lema anterior)

-- E1l lema anterior es
lemma aux : (a +b) * (c+d) =a*c+a*d+b*xc+b*d:=
by ring

-- La demostracidén es
example : (a + b) * (a - b) = aR - bR :=
begin

rw sub _eq add neg,

rw aux,

rw mul neg eq neg mul symm,

rw add assoc (a * a),

rw mul comm b a,

rw neg add self,

rw add zero,

rw [ pow_two,

rw mul neg eq neg mul symm,

rw [ pow_two,

rw | sub_eq_add_neg,
end

-- El desarrollo de la demostracidn es

-- F(a+b) *(a-b)=a”~2-b"2

-- rw sub _eq add neg,

-- F(a+b) *(a+-b)=a”~2-b"2

-- rw aux,

-- Fa*a+a*-b+b*a+b*-b=a”2-b"2
-- rw mul _neg eq neg mul symm,

-- Fa*a+-(a*b)+b*a+b*-b=a”2-b"2
-- rw add assoc (a * a),

-- Fa*a+ (-(a*b)+b*a)
-- rw mul _comm b a,

-- Fa*a+ (-(a*b)+a*hbh)
-- rw neg add self,

-- Fa*a+0+b*-b=a”~2-b"2
-- rw add zero,

-- Fa*a+b*-b=a”~2-b"2

s
(o)
*

-b=a”~2-b"2

o
o
*

-b=a"~2-b"2
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-- rw « pow_two,

-- Fa”~2+b*-b=a"~2-b"2
-- rw mul _neg eq neg mul symm,

-- Fa”~2+-(b*b)=a”~2-b"2
-- I'w « pow two,

-- Fa”~2+-b~2=a”~2-b"2
-- rw « sub _eq add neg,

-- no goals

-- 32 demostracién (por calc)

example : (a + b) * (a - b) = aR - bR :=
calc
(a+b) * (a-Db)

=a* (a-b)+b*(a-Dhb) : by rw add mul
.. =(a*a-a*b)+b* (a-Db) : by rw mul sub
.= (a2 -a*b)+b*(a-b) : by rw | pow_two
.. =(a@2 -a*b)+(b*a-b*b) : by rwmul sub
.= (a2 -a*b)+ (b*a- ) : by rw | pow_two

.= (a2 +-(a*b)) + (b*a- b)) : byexact rfl
.=aR + (-(a*b) + (b*a- b)) : by rwadd assoc
..=aR+ (-(@a*b)+ (b*a+ -bR)) : by exact rfl
. =aY2 + ((-(a*b) +b*a)+ -b2) : by rwld add assoc
(-(a * b)) (b *a) (-b2)
. =aR + ((-(a*b) +ax*b)+ -bY2) : by rw mul_comm

o= a2+ (0 + -BR) : by rw neg add self (a * b)
.= (@2 + 0) + -pP2 : by rw | add_assoc

o= a2+ -2 : by rw add zero

c =2 - by : by exact rfl

-- Comentario. Se han usado los siguientes lemas:

-- +pow two a : a ~ 2 =a * a

--+mul subabc:a*(b-c)=a*b-a*c
--+addmul abc: (a+b) *c=a*c+b*c
--+add subabc:a+ (b-c)=a+b-c
--+subsubabc:a-b-c=a-(b+c)

-- +add zero a : a +0 = a

-- 42 demostracion

example : (a + b) * (a - b) = aI2 - bIz -
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by ring

m Reescritura en hipdtesis y tactica exact

-- Ejercicio. Demostrar que si a, b, c y d son numeros reales tales que
-- c=d*a+b

-- b=a*d

-- entonces

-- c=2*a*d

import data.real.basic
variables a b cd : R

-- 12 demostracion

example
(h1 : c=d * a + b)
(h2 : b =a * d)
cc=2*a*d:=
begin
rw h2 at hl,
clear h2,

rw mul _comm d a at hl,
rw | two_mul (a*d) at hi,
rewrite |4 mul assoc 2 a d at hi,
exact hl,

end

-- Comentarios

-- 1. La tdctica (rw e at h) rescribe la parte izquierda de la

-- ecuacion e por la derecha en la hipdtesis h.

-- 2. La tdctica (exact p) tiene éxito si el tipo de p se unifica con el
-- objetivo.

-- 3. La tdctica (clear h) borra la hipdtesis h.

-- El desarrollo de la prueba es
-- abcd:R,

- - hl : c d *a+ b,
- - h2 : b =a * d


./src/Basicos/Reescritura_en_hipotesis_y_tactica_exact.lean
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-- Fc=2%*a*d

-- rw h2 at hi,

- - abcd: R,

-- h2 : b =a *d,

- - hli : c=d*a+a*d
-- Fc=2%*a*d

-- clear h2,

- - abcd: R,

-- hli : c=d*a+a*d
-- Fc=2%*a*d

-- rw mul _comm d a at hi,

- - abcd: R,

-- hl : c=a*d+a*d
- - Fc=2%a*d

-- rw « two mul (a*d) at hl,
- - abcd: R,

-- hl : c=2%* (a * d)

- - Fc=2%*a*d

-- rewrite <« mul _assoc 2 a d at hl,
-- abcd: R,

-- hli : c=2%*a*d

-- Fc=2%*a*d

-- exact hl

- - no goals

-- 22 demostracion

example
(h1 : ¢ =d * a + b)
(h2 : b =a *d)
:c=2%*a*d:=
calc
c=d*a+b : by rw hl
d *a+a*d: by rwh2
a*d+a*d: by rw mul commd a
2% (a*d) : by rwltwo mul (a* d)
=2 *a*d : by rw mul assoc

-- 32 demostracion

example
(h1 : c=d * a + b)
(h2 : b =a * d)
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:c=2*a*d:=
by rw [h1l, h2, mul comm d a, H two mul (a * d), mul assoc]

-- 42 demostracion

example
(h1l :
(h2 :
:C =

begin
rw hl,
rw h2,
ring,

end

d *a+b)
=a *d)
*a*d:=

N T 0O
|

-- El desarrollo de la prueba es

-- abcd: R,

-- hl : c=d*a+ b,
-- h2 : b=a*d

-- Fc=2%*a*d

-- rw hl,

-- Fd*a+b
-- rw h2,

- - Fd*a+a*d=2%*a*d
-- ring,

-- no goals

2 *a *d

-- 52 demostracion

example
(h1l :
(h2 :
:C =

begin
rw [hl, h2],
ring,

end

d *a+ b)
a *d)

N T 0O
]

-- 62 demostracion

example
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(h1 : c=d * a + b)
(h2 : b =a * d)
. c=2*a*d:=

by rw [hl, h2]; ring

-- 72 demostracion

example
(h1 : c=d * a + b)
(h2 : b =a *d)
s c=2*a*d:=
by finish * using [two mul]

» Demostraciones con ring

-- Ejercicio. Sean a, b, c y dnumeros reales. Demostrar, con la tdctica
-- ring, que

-- (c *b) *a=b* (a*c)

-- (a +b) *(a+b) =a*a+2*(a*b)+b*hb

-- (a +b) * (a -b) =a2- b2

-- Ademds, si

-- c=d*a+b

-- b=a*d

-- entonces

-- c=2%*ax*xd

import data.real.basic
variables a b cd : R

example : (¢ *b) *a=b * (a * ¢) :=
by ring

example : (a + b) * (a + b) a*a+2* (a*b)+b*b:=

by ring

a2 - bR :=

example : (a + b) * (a - b)
by ring

example
(h1 : c=d *a + b)


./src/Basicos/Demostraciones_con_ring.lean
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(h2 : b =a * d)
rc=2*a*d:=
begin
rw [hl, h2],
ring
end

2.2. Demostraciones en estructuras algebrai-

cas

2.2.1. Demostraciones en anillos

m Axiomas de anillos

variables (R : Type¥*)

[ring R]

#check (add assoc : Yabc : R, a+b+c-=
#check (add comm : YVab : R, a+b=D>b+ a)
#check (zero add : Y a : R, 0 + a = a)
#check (add left neg : V a : R, -a + a = 0)
#check (mul assoc : V a b : R, a*b*c-=
#check (mul one : YV a : R, a * 1 = a)

#check (one mul : Va : R, 1 * a = a)

#check (mul add : Yabc : R, a* (b+c) =
#check (add mul : YVabc : R, (a+b) *c

» Propiedades de anillos conmutativos

Q
*

(b * c))

b+ a* c)
c+ b * )


./src/Basicos/Axiomas_de_anillos.lean
./src/Basicos/Propiedades_de_anillos_conmutativos.lean
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-- Ejercicio 2. Declarar R como una variable de tipo de los anillos
-- conmutativos.

variables (R : Type*) [comm ring R]

variables a b cd : R

-- Ejercicio 4. Demostrar que
- - (c *b) *a=b* (a * c)

example : (c * b) *a=b * (a * c) :=
by ring

-- Ejercicio 5. Demostrar que
- - (a +b) *(a+b) =a*a+2* (a*b)+b*hb

by ring

-- Ejercicio 6. Demostrar que
== (a +b) * (a->b)=a2- b2

example : (a + b) * (a - b) = a2 - bR :=
by ring

-- Ejercicio 7. Demostrar que si
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-- c=d*a+b
- - b=a*d

-- entonces

-- c=2%*ax*d

example
(h1l :
(h2 :
' =

begin
rw [h1l, h2],
ring

end

N T 0O
* 1
QU 0 O
* %X ¥
o o o
~

s
1l

o

-

= Propiedades basicas de anillos

-- Ejercicio 2. Crear el espacio de nombres my ring (para evitar
-- conflictos con los nombres).

variables {R : Type*} [ring R]

variable (a : R)

-- Ejercicio 4. Demostrar que


./src/Basicos/Propiedades_basicas_de_anillos.lean
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-- 12 demostracion

example : a + 0 = a :=
begin

rw add_comm,

rw zero add,
end

-- El desarrollo de la prueba es

== R : Type u 1,
- - _inst 1 : ring R,
== a: R

== Fa+0=a
-- rw add comm,
== FO+a=a
-- rw zero_add,
-- no goals

-- 22 demostracion

example : a + 0 = a :=
calc
a+ 0

O +a : by rw add comm
a : by rw zero_add

-- 32 demostracion

theorem add zero : a + 0 = a :=
by rw [add comm, zero add]

-- Ejercicio 5. Demostrar que
-- a+-a=0

-- 12 demostracion
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example : a + -a = 0 :=
begin

rw add comm,

rw add left neg,
end

-- El desarrollo de la prueba es

-- R : Type u 1,

-- ~inst 1 : ring R,
-- a:R

- - Fa+-a=20

-- rw add comm,

-- F-a+a=2©0

-- rw add left neg,

-- no goals

-- 22 demostracion

example : a + -a = 0 :=
calc
a+ -a

-a + a : by rw add comm
0 : by rw add left neg

-- 32 demostracion

theorem add right neg : a + -a = 0 :=
by rw [add comm, add left neg]

#check @my ring.add zero
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-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
-- my ring.add zero : Y {R : Type u 1} [ inst 1 : ring R] (a : R),
-- a+ 0 =a

#check @add zero

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
-- add zero : Y {M : Type u 1} [ inst 1 : add monoid M] (a : M),
=c a+0-=a

m Lema neg_add_cancel left

variables {R : Type*} [ring R]

-- Ejercicio 5. Demostrar que para todo a, b € R,
== -a+ (a+b)=0b

-- 12 demostracion

example
(a b : R)


./src/Basicos/neg_add_cancel_left.lean

2.2. Demostraciones en estructuras algebraicas

-a + (a+Db) =Db:=
calc

-a + (@a+b) =(-a+a)+b: by rwd add_assoc
0 +b : by rw add left neg
=b : by rw zero_ add

-- 22 demostracion

theorem neg add cancel left
(a b : R)
: -a+ (a+b)=b:=
by rw [Eadd_assoc, add left neg, zero add]

-- El desarrollo de la prueba es

-- R : Type u 1,

-- ~inst 1 : ring R,
-- ab:R

-- F-a+ (a+b)=>b
-- rw < add assoc,

-- F-a+a+b=>b

-- rw add left neg,
-- FO+b=>b
-- rw zero_add,

- - no goals

end my ring

m Ejercicio neg_add cancel right


./src/Basicos/neg_add_cancel_right.lean
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namespace my ring

variables {R : Type*} [ring R]

variables a b : R

-- Ejercicio 5. Demostrar que
-- (a +b) +-b=a

-- 12 demostracion

example : (a + b) + -b =a :=
begin

rw add assoc,

rw add right neg,

rw add zero,
end

-- El desarrollo de la prueba es

- - R : Type u 1,

- - _inst 1 : ring R,
- - ab:R
- - Fa+b+ -b=a

-- rw add assoc,
I Fa+ (b+ -b)=a
-- rw add right neg,

== Fa+0-=a
-- rw add zero,
-- no goals

-- 22 demostracion
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example : (a + b) + -b =a :=
by rw [add assoc, add right neg, add zero]

-- 32 demostracion

theorem neg add cancel right : (a + b) + -b = a :=

calc
(a+b) + -b
=a+ (b + -b) : by rw add assoc
. =a+0 : by rw add right neg
= a : by rw add_zero

end my ring

m Ejercicio: Cancelativas de la suma

import algebra.ring
import tactic

variables {R : Type*} [ring R]


./src/Basicos/Cancelativas_de_la_suma.lean
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variables {a b c : R}

-- Ejercicio 5. Demostrar que si
== a+b=a+c

-- entonces

-- b=c

-- 12 demostracion

theorem add left cancel
(h :a+b=a+c)
:b=c :=
calc
b
=0+b : by rw zero_add
.= (-a+a) +b: by rwadd left neg
. =-a+ (a+b) : by rwadd assoc
=-a+ (a+c) : by rwh
= (-a+a) +c: by rw Hadd_assoc
0+ c : by rw add left neg
: by rw zero add

1l
@]

-- 22 demostracion

example
(h : a+b=a+c)
:b=c:=
begin
have hl : -a + (a+b) = -a+ (a + ),
{ by exact congr arg (has add.add (-a)) h, },
clear h,

rw || add_assoc at hi,
rw add left neg at hl,
rw zero add at hl,

rw | add_assoc at hl,
rw add left neg at hl,
rw zero add at hl,
exact hl,

end
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-- El desarrollo de la prueba es

-- R : Type u 1,

-- _inst 1 : ring R,

== abc:R,

-- h:a+b=a+c

-- Fb=c

-- have hl1 : -a + (a + b) = -a + (a + c),
-- | F-a+ (a+b)=-a+ (a+c)

-- | { by exact congr _arg (has add.add (-a)) h },
-- h:a+b=a+c,

-- hli : -a+ (a+b) =-a+ (a+c)
-- Fb=c

-- clear h,

-- hli : -a+ (a+b) =-a+ (a+c)
-- Fb=c

-- rw « add assoc at hl,

-- hi : -a+a+b=-a+ (a+c)
-- Fb=c

-- rw add left neg at hl,

-- hl : 0 +b=-a+ (a+c)
-- Fb=c

-- rw zero add at hl,

-- hl : b=-a+ (a+ c)

-- Fb=c

-- rw « add assoc at hl,
-- hli : b=-a+a+c
-- Fb=c

-- rw add left neg at hl,
-- hl : b=0+c

-- Fb=c

-- rw zero add at hl,

-- hl : b =c

-- Fb=c

-- exact hl,

-- no goals

-- 32 demostracion

example
(h :a+b=a+c)
:b=c:=

by finish
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-- Ejercicio 6. Demostrar que si

== a+b=c+b
-- entonces
- - a = C

-- 12 demostracion

theorem add right cancel
(h :a+b=c+b)
ta=¢C :=

calc
a

a+0 : by rw add zero

a+ (b+ -b) : by rw add right neg
(a +b) + -b : by rw add assoc
(c+b) + -b : by rwh

c+ (b+ -b) : by rwl|q add assoc
c+0 : by rw | add_right neg
: by rw add zero

1l
0

-- 22 demostracion

example
(h : a+b=c+b)
ta=2c¢c :=

by finish

end my ring

» Lema mul_zero con have

-- Ejercicio. Demostrar que en los anillos
-- a*xo=0


./src/Basicos/mul_zero.lean

2.2. Demostraciones en estructuras algebraicas

import algebra.ring

namespace my ring

variables {R : Type*} [ring R]
variable (a : R)

-- 12 demostracion

Il
(<]
Il

theorem mul zero : a * 0
begin
have h : a * 0 +a *0 =a *0+ 0,
{ rw [[-mul_add, add zero, add zero] },
rw add left cancel h
end

-- 22 demostracion

example : a * 0 =0 :=
begin

have h : a *0 +a *0 =a *0 + 0,
calca * 0 +a *0=a* (0+0) : by rwnul_add
a *o0 : by rw add _zero
=a*0+0 : by rw add_zero,

rw add left cancel h
end

end my ring

m Ejercicio zero_mul

-- Ejercicio. Demostrar que en los anillos,
-- 0 *a=0

import algebra.ring
namespace my ring

variables {R : Type*} [ring R]


./src/Basicos/zero_mul.lean
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variable (a : R)

theorem zero mul : 0 * a =0 :=
have 0 *a + 0 =0 * a + 0 * a, from calc
O *a+0=(0+0)*a : by simp
... =0*a+0*a: by rwadd mul,
show 0 * a = 0, from (add left cancel this).symm

end my ring

m Ejercicios sobre anillos

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria de anillos.

2. Crear el espacio de nombres my ring

-- 3. Declarar R como una variable sobre anillos.
4. Declarar a y b como variables sobre R.

import algebra.ring -- 1
namespace my ring -- 2
variables {R : Type*} [ring R] -- 3
variables {a b : R} -- 4

-- Ejercicio 2. Demostrar que si
== a+b=20
-- entonces

theorem neg eq of add eq zero
(h: a+b=0)
: -a="b :=
calc
-a = -a+0 : by rw add zero
-a+ (a+b) : by rwh
: by rw neg add cancel left

Il
(e

-- Ejercicio 3. Demostrar que
== (a +b) +-b=a


./src/Basicos/Ejercicios_sobre_anillos.lean
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-- 12 demostracién

example : (a + b) + -b =a :=

calc (a +b) + -b=a+ (b + -b) : by rw add assoc
.=a+a0 : by rw add right neg
. =a : by rw add zero

-- 22 demostracioén
lemma neg add cancel right : (a + b) + -b = a :=
by rw [add assoc, add right neg, add zero]

-- Ejercicio 4. Demostrar que si
== a+b=0

-- entonces

-- a=-b

theorem eq neg of add eq zero
(h :a+b=0)

:a=-b :=
calc
a = (a+b) + -b: by rwneg add cancel right
. =0+ -b : by rw h
. = -b : by rw zero_add

- -0=0

theorem neg zero : (-0 : R) =0 :=
begin

apply neg eq of add eq zero,

rw add zero,
end

-- El desarrollo de la prueba es

- - R : Type u 1,

- - _inst 1 : ring R

-- F -0 =0

-- apply neg eq of add eq zero,
e FO+0=0
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-- rw add zero,
- - no goals

-- -(-a) = a

theorem neg neg : -(-a) = a :=
begin
apply neg eq of add eq zero,
rw add left neg,
end

-- El desarrollo de la prueba es

-- R : Type u 1,

-- ~inst 1 : ring R,
- - a:R

-- F--a=a

-- apply neg eq of add eq zero,
-- F-a+a=0~0

-- rw add left neg,

- - no goals

end my ring

m Subtraccién en anillos

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria de anillos.

2. Crear el espacio de nombres my ring

-- 3. Declarar R como una variable sobre anillos.
4. Declarar a y b como variables sobre R.

import algebra.ring -- 1
namespace my ring -- 2
variables {R : Type*} [ring R] -- 3
variables (a b : R) -- 4

-- Ejercicio 2. Demostrar que


./src/Basicos/Subtraccion_en_anillos.lean
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-- 12 demostracién
theorem sub eq add neg : a - b=a + -b :=
rfl

-- 22 demostracién
example : a - b =a + -b :
by reflexivity

end my ring

m Ejercicio self sub

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria de anillos.

-- 2. Crear el espacio de nombres my ring

- - 3. Declarar R como una variable sobre anillos.
-- 4. Declarar a como variable sobre R.

import algebra.ring -- 1
namespace my ring -- 2
variables {R : Type*} [ring R] -- 3
variables (a : R) -- 4

-- Ejercicio 2. Demostrar que
- - a-a=2o0

theorem self sub : a - a = 0 :=
calc
a - a

a + -a : by reflexivity
=0 : by rw add right neg

end my ring

= Ejercicio two_mul


./src/Basicos/self_sub.lean
./src/Basicos/two_mul.lean
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-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria de anillos.

- - 2. Crear el espacio de nombres my ring

-- 3. Declarar R como una variable sobre anillos.
-- 4. Declarar a como variable sobre R.

import algebra.ring -- 1

namespace my ring -- 2

variables {R : Type*} [ring R] -- 3

variables (a : R) -- 4

-- Ejercicio 2. Demostrar que
-- 1+1=2

lemma one add one eq two : 1 + 1 = (2 : R) :=
by refl

-- Ejercicio 3. Demostrar que

-- 2*a=a+a

theorem two mul : 2 * a =a + a :=
calc
2 * a

(L +1) *a : by rw one_add one eq two
1 *a+1%*a: by rwadd mul
a+ a : by rw one_mul

end my ring

2.2.2. Demostraciones en grupos

= Axiomas de grupo (versién aditiva)

import algebra.group


./src/Basicos/Axiomas_de_grupo.lean
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variables (A : Type*) [add group A]

#check (add_assoc : Vabc:A a+b+c=a+ (b+c))
#check (zero add : V a: A, 0 +a=a)
#check (add left neg : V a : A, -a +a=0)

= Axiomas de grupo multiplicativo

variables (G : Type*) [group G]

#check (mul _assoc : Vabc:G, a*b*c=a*(b*c))
#check (one mul : Va: G, 1 * a=a)

#check (mul left inv : YV a : G, a-! *fa-=1)

m Ejercicios sobre grupos

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

- - 1. Importar la teoria de grupo.

-- 2. Crear el espacio de nombres my group


./src/Basicos/Axiomas_de_grupo_multiplicativo.lean
./src/Basicos/Ejercicios_sobre_grupos.lean
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- - 3. Declarar G como una variable sobre anillos.
-- 4. Declarar a y b como variable sobre G.
import algebra.group -- 1

variables {G : Type*} [group G] -- 2

namespace my_group -- 3

variables (a b : G) -- 4

-- Ejercicio 2. Demostrar que
-- a*at=1

theorem mul right inv : a * a-! =1 :=

calc
aftal=1%*(a*al) : by rw one mul
(1 *a) *at? : by rw mul assoc
(((a=*)-* *a-*) *a) *a?*: by rwmul left inv
= ((a *)"* * (a=* *a)) *a!: by rw H mul assoc
= ((a-t)-t * 1) * a? : by rw mul left inv
(@a=1)-* * (1 * a™ 1) : by rw mul assoc
(@=*)-* *at : by rw one mul
=1 : by rw mul left inv

- - a*l-=a

theorem mul one : a * 1 = a :=
calc
a *1

a* (a=* *a) : by rw mul left inv
(a*a') *a: by rwmul assoc

1 * a : by rw mul right inv
: by rw one mul

1l
Q

-- Ejercicio 4. Demostrar que si

-- b *a=1
-- entonces
-- ai=»>o



2.2. Demostraciones en estructuras algebraicas

55

lemma inv_eq of mul eq one
(h : b *a=1)
s at=b:=

calc
a—l

1 * at : by rw one mul

(b *a) *a*' : by rwh

b* (a *a?') : by rwmul assoc

b *1 : by rw mul right inv
: by rw mul one

1l
(o

-- Ejercicio 5. Demostrar que
- (a * b)—l = p-1 * g-1

-- En la demostracién se usard el siguiente lema:
lemma mul _inv rev aux : (b= * a-') * (a * b) =1 :=

calc
(b=t *a %) * (a * b)
=b-* * (a~* * (a * b)) : by rw mul assoc
b-* * ((a-* * a) * b) : by rw mul assoc
b-* * (1 * b) : by rw mul left inv
b-* * b : by rw one mul
=1 : by rw mul left inv

theorem mul inv rev : (a * b)-* = b~ * a-! :=
begin

apply inv_eq of mul eq one,

rw mul _inv_ rev_aux,
end

-- El desarrollo de la prueba es

-- G : Type u 1,
-- _inst 1 : group G,
-- ab:aG

- F (a * b)-1 = p-1 % g-1
-- apply inv_eq of mul eq one,
-- F b1 * a1 * (a*b)=1
-- rw mul _inv rev _aux,

-- no goals

-- Ejercicio 6. Cerrar el espacio de nombre my group.
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end my group

2.3. Uso de lemas y teoremas

m Propiedades reflexiva y transitiva

variables a b c : R

-- Ejercicio 3. Declarar que
-- + h es una variable de tipo a =
-- + h' es una variable de tipo b = c

variables (h : a =b) (h' : b = ¢)

-- Ejercicio 4. Calcular el tipo de las siguientes expresiones:
-- + le refl

-- + le refl a

-- + le trans

-- + le trans h

-- + le trans h h'

#check (le refl : V a : real, a = a)
#check (le refl a : a = a)

#check (le trans : a=b-b=c->a=c)
#check (le trans h : b = c - a = ¢)
#check (le trans h h' : a = c)

m Las tacticas apply y exact


./src/Basicos/Propiedades_reflexiva_y_transitiva.lean
./src/Basicos/Las_tacticas_apply_y_exact.lean
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-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la teoria de los numeros reales
- - 2. Declarar x, y y z como variables sobre R.

import data.real.basic

variables (x y z : R)

-- Ejercicio 2. Demostrar que si

-- X sy
-- y =2z
-- entonces
-- X =2z

-- 12 demostracion

example
(h1l : x
(h2 : vy
z

begin
apply le trans,
{ apply hl1, },
apply h2,

end

-- El desarrollo de la prueba es

- - xy z R,

-- hl : x =y,
-- h2 : y =z
-- F X <2z

-- apply le trans,
- - FXx =< ?m1
-- { apply hl1 },
-- Fys=sz2z

-- apply hz,

-- no goals

-- 22 demostracion
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example
(hl : x
(h2 : vy
X = Z

begin
apply le trans hl,
apply h2,

end

-- El desarrollo de la prueba es

- - Xy z:R,

-- hli : x =y,

- - h2 : y =z

-- F X<z

-- apply le trans hl,
-- Fy=sz

-- apply hz,

-- no goals

-- 32 demostracion

example
(h1 : x =vy)
(h2 1y = 2)
DX =2z =

by exact le trans hl h2

-- 42 demostracion

example
(h1 : x =vy)
(h2 1y = 2)
DX =2z =

le trans hl h2

-- Ejercicio 4. Demostrar que
= o X =X
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-- 12 demostracidn
example : X = X :=
by apply le refl

-- 22 demostracion
example : X = X :=
by exact le refl x

-- 32 demostracién
example (x : R) : X = x :=
le refl x

» Propiedades del orden

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la teoria de los numeros reales
-- 2. Declarar a, b y c como variables sobre R.

import data.real.basic

variables a b c : R

-- Ejercicio 2. Calcular el tipo de las siguientes expresiones:
-- + le refl
- + le trans
+ Ut of le of 1t
- - + lt of 1t of le
+ lt trans

#check (le refl : V a, a = a)

#check (le trans : a=b->b=c->a=c)
#check (1t of le of 1t : a=b-b<c-a<c)
#check (1t _of 1t of le : a<b-b=c-a < c)
#check (1t _trans : a <b - Db <c-a < c)

m Ejercicio sobre orden


./src/Basicos/Propiedades_del_orden.lean
./src/Basicos/Ejercicio_sobre_orden.lean
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-- Ejercicio. Demostrar que si a, b, c, d y e son numeros reales tales
-- que

1

1
0O T o
IN AN

b
c
d
-- d <e
-- entonces
-- a<e

import data.real.basic
variables a b cd e : R

-- 12 demostracion

example
(he a = b)
(h1 : b < c)
(hz . C = d)
(hs : d < e)
a<e:=
begin

apply 1t of le of 1t ho,
apply 1t trans ha,
apply 1t of le of 1t h2,
exact hs,

end

-- El desarrollo de la prueba es

- - abcde: R,

== he : a = b,

== h: : b <c,

-- h : ¢ =d,

== hs : d < e

-- Fa<e

-- apply lt of le of lt ho,
-- Fb<e

-- apply lt trans hi,

-- Fc<e

-- apply lt of le of lt h:,
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-- Fd<e
-- exact hs,
-- no goals

-- 22 demostracion

example
(ho : a = b)
(h1 : b < )
(h2 : c =4d)
(hs : d < e)
a<e:=
calc
a<b : he
. <c: h
. =d : h2
. < e hs

-- 32 demostracion

example
(ho : a =b)
(h1 : b < )
(h2 : c =d)
(hs : d < e)
a<e:=

by finish

m Demostraciones por aritmética lineal

b
c
d
-- d <e
-- entonces
-- a<e

1

1

o
IN A A

import data.real.basic


./src/Basicos/Demostraciones_por_aritmetica_lineal.lean
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variables abcde : R
example

(he : @a = b)

(h1 b < c)

(h2 : ¢ =d)

(hs : d < e)

i a<e :=

by linarith

-- Ejercicio 2. Demostrar que si
-- 2 *a=s3%*ph
- - 1l =<a

-- entonces
-- d+as<s5%*b

example
(h : 2 *as=s3*h)
(h* : 1 = a)
(h'" : d = 2)

:d+as<s5*b:=
by linarith

m Aritmética lineal con argumentos

-- Ejercicio. Sean a, b, y ¢ numeros reales. Demostrar que si
- - 1l <a

-- b =c

-- entonces

-- 2+a+expbs=3%*a+expc

import analysis.special functions.exp log
open real
variables a b c : R

example


./src/Basicos/Aritmetica_lineal_con_argumentos.lean
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(h 1 a)

(h' = b =c)

:2+a+expb=3*a+expc:=
by linarith [exp le exp.mpr h']

AN IA

m Lemas de desigualdades en R

-- Ejercicio. Calcular el tipo de los siguientes lemas
-- exp le exp

- - exp Ut exp

-- log le log

- - log 1t log

-- add le add

-- add 1t add of le of 1t
-- add nonneg

-- add pos

-- add pos of pos of nonneg
-- exp_pos

import analysis.special functions.exp log
open real

variables a b cd : R

#check (exp le exp : exp a = exp b « a = b)

#check (exp lt exp : exp a < exp b « a < b)

#check (log le log : 0 <a -0 <b - (loga=1logb+a=h))
#check (log 1t log : 0 <a - a <b - log a < log b)

#check (add le add : a<=b-c=d-a+c=b+d)

#check (add 1t add of le of 1t : a<b-c<d-a+c<b+d)
#check (add nonneg : 0 =a -0 =b - 0 =< a + b)

#check (add pos : 0 <a->0<b->0<a+b)

#check (add _pos of pos of nonneg : O <a -0 <=b -0 <a + b)

#check (exp pos : YV a, 0 < exp a)

» Desigualdad de exponenciales (reescritura con el bicondicional)


./src/Basicos/Lemas_de_desigualdades_en_R.lean
./src/Basicos/Desigualdad_de_exponenciales.lean
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-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones

-- 1. Importar la teoria de exponeciales y logaritmos.
-- 2. Abrir la teoria de los reales

-- 3. Declarar a y b como variables sobre los reales.

import analysis.special functions.exp log -- 1
open real -2
variables (a b : R) -- 3

#check @exp le exp a b

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
-- exp le exp : a.exp = b.exp o a <b

-- as»o

-- 12 demostracion

example
(h : a=b)
: exp a=expb :=
begin
rw exp le exp,
exact h
end

-- 22 demostracién
example

(h : a=b)

: exp a=expb :=
exp_le exp.mpr h

-- Nota: Con mpr se indica en modus pones inverso. Por ejemplo, si
-- h: A - B, entonces h.mpr es B - Ay h.mp es A - B

m Eliminacion de bicondicional


./src/Basicos/Eliminacion_de_bicondicional.lean
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-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones

-- 1. Importar la teoria de exponeciales y logaritmos.

-- 2. Abrir la teoria de los reales

-- 3. Declarar a, b, c, d y e como variables sobre los reales.

import analysis.special functions.exp log -- 1
open real -2
variables a b cde : R -- 3

-- Ejercicio 2. Calcular el tipo de los siguientes lemas
-- add 1t add of le of 1t

- - exp lt exp

-- le refl

#check @add 1t add of le of 1t R a b cd
#check @exp lt exp a b
#check le refl

-- Comentario: Colocando el cursor sobre check se obtiene

-- add 1t add of le of It : asb->c<d->a+c<b+d
-- exp It exp : a.exp < b.exp  a <b

- - le refl : ¥V (a: ?M1), a<a

-- Ejercicio 3. Demostrar que si

-- asb»b

-- c<d

-- entonces

-- at+expc+e<b+expd+e:=

example
(he:asb)
(h1:C<d)
ta+expc+e<b+expd+e:=
begin
apply add 1t add of 1t of le,
{ apply add 1t add of le of 1t ho,
apply exp lt exp.mpr hi, },
apply le refl
end
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-- El desarrollo de la prueba es

- - abcde:R,
asbyo,

== h: : ¢c <d

-- Fa+cexp+e<b+dexp+e

-- apply add lt add of lt of le,

-- | { apply add 1t add of le of lt ho,

-- Fa+c.exp<b+ d.exp

- apply exp Ut exp.mpr hi },

-- Fese

-- apply le refl

-- no goals

m Ejercicio sobre desigualdades

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones

- - 1. Importar la teoria de exponeciales y logaritmos.

-- 2. Abrir la teoria de los reales

-- 3. Declarar a, b, c, d y e como variables sobre los reales.

import analysis.special functions.exp log -- 1
open real -- 2
variables a bcde : R -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que si

- - d =e

-- entonces

-- c+exp (a+d) =sc+exp (a+e)

example

(he :d = e)

:c+exp (a+d) =c+exp (a+e) :=
begin

apply add le add,

apply le refl,

apply exp _le exp.mpr,

apply add le add,

apply le refl,


./src/Basicos/Ejercicio_sobre_desigualdades.lean
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exact he,
end

-- El desarrollo de la prueba es

- - acde: R,

-- he : d = €

-- Fc+ (a+d).exp=c+ (a+e).exp
-- apply add le add,

-- FCcs=sc

-- | apply le refl,

-- F (a +d).exp = (a + e).exp
-- apply exp le exp.mpr,

-- Fa+ds=sa+e

-- apply add le add,

-- Fas<a

-- | apply le refl,

-- Fd=<e

-- exact ho,

-- no goals

-- Ejercicio 3. Demostrar que
== 0 <1

example : (0 : R) <1 :=
by norm_num

-- Nota: La tdctica norm _num normaliza expresiones numéricas. Ver
-- https://bit. ly/3hoJMgQ

-- Ejercicio 4. Demostrar que si

-- asb»b

-- entonces

- - log (1 + exp a) <= log (1 + exp b) :=

example

(h : a=b)

: log (1 + exp a) = log (1 + exp b) :=
begin

have he : 0 < 1 + exp a,
{ apply add pos,
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norm_num,
apply exp_pos, },
have h: : 0 <1 + exp b,
{ apply add pos,
norm _num,
apply exp_pos },
apply (log le log he hi).mpr,
apply add le add,
apply le refl,
apply exp le exp.mpr h,
end

-- El desarrollo de la prueba es

- - ab :R,
-- h:a=s»>
-- F (1 + a.exp).log = (1 + b.exp).log
-- have he : 0 <1 + exp a,
-- FO<1+a.exp
| apply add pos,
| FO<1
-- | norm_num,
| F O < a.exp
| apply exp_pos },
- - ab:R,
-- h:a=<hb>b,
-- he : 0 <1+ a.exp
-- F (1 + a.exp).log = (1 + b.exp).log
-- have h: : 0 <1 + exp b,
-- FO<1+b.exp
-- | apply add pos,
- FO<1
-- | norm_num,
-- 0 < b.exp
-- | apply exp_pos },
- - ab:R,
-- h:a=<hb>b,
-- he : 0 <1 + a.exp,
- - h: : 0 <1+ b.exp
-- F (1 + a.exp).log = (1 + b.exp).log
-- apply (log le log he hi).mpr,
- - F1+a.exp<1+b.exp
-- apply add le add,
- F1<1
-- | apply le refl,
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- - F a.exp < b.exp
-- apply exp le exp.mpr h,
-- no goals

-- Comentario. Los lemas empleados son

#check (add le add : a=b->c=d-a+c=b+d)

#check (le refl : V (a : real), a = a)

#check (exp le exp : exp a = exp b « a = b)

#check (add pos : 0 <a->0<b-0<a+b)

#check (exp pos : V a, 0 < exp a)

#check (log le log : 0 <a >0 <b - (loga=1logbea=hb))

m Uso de library search

-- Ejercicio . Demostrar que, para todo niumeo real a,
- - 0 = a2

import data.real.basic
import tactic

example (a : R) : 0 = g2 :=
begin

-- library search,

exact pow two nonneg a,
end

-- Notas:

-- + Nota 1: Al colocar el cursor sobre library search (después de descomentar
- - la linea) escribe el mensaje

-- Try this: exact pow two nonneg a

-- + Nota 2: Para usar library search hay que importar tactic.

m Ejercicio con library search

-- Ejercicio. Sean a, b y ¢ numeros reales. Demostrar que si
-- as»b

-- entonces

-- C-expbs=sc-expa:=


./src/Basicos/Uso_de_library_search.lean
./src/Basicos/Ejercicio_con_library_search.lean
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import import analysis.special functions.exp log
import tactic

open real
variables a b c : R

-- 12 demostracion

example
(h : a=b)
:C-expb=c-expa:=
begin

apply add le add,

apply le refl,

apply neg le neg,

apply exp _le exp.mpr h,
end

-- El desarrollo de la prueba es
- - abc:R,

-- h:a=s»b

-- FCc- b.exp<c - a.exp
-- apply add le add,

-- Fc=sc

-- | apply le refl,

- - F -b.exp = -a.exp

-- apply neg le neg,

-- F a.exp = b.exp

-- apply exp le exp.mpr h,

-- no goals

-- 22 demostracion

example
(h : a=b)
:C-expb=sc-expa:=
-- by library search [exp le exp.mpr h]
by exact sub le sub left (exp le exp.mpr h) ¢

-- 32 demostracion
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example
(h : a=b)
:C-expbs=sc-expa:=
by linarith [exp le exp.mpr h]

-- Los lemas usados son:
#check (add le add : a=b->c=d-a+c=b+d)
#check (exp le exp : exp a <= exp b « a = b)

#check (le refl : V (a : real), a = a)
#check (neg le neg : a = b - -b = -a)

» Desigualdades con calc

-- Ejercicio. Sean a y b numeros reales. Demostrar que
-- 2*a*b = a”2 + b"2

import data.real.basic
import tactic

variables a b : R

-- 12 demostracion
example : 2*a*b < a2 + b2 :=

begin
have h : 0 = a2 - 2*a*b + b2,
calc
a2 - 2*a*b + b2 = (a - b)[P2 : by ring
... =0 : by apply pow two nonneg,
calc
2*a*b = 2*a*b + 0 : by ring
< 2*a*b + (a2 - 2*a*b + b2) : add_le add (le_refl ) h
= a2 + b2 : by ring
end

-- 22 demostracién
example : 2*a*b < aIZ + bIZ =
begin
have : 0 = a2 - 2*a*b + b/2,
calc
a2 - 2*a*b + b2 = (a - b)[2 : by ring
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. =0 : by apply pow two nonneg,
linarith,
end

m Ejercicio desigualdades absolutas

-- Ejercicio. Sean a y b numeros reales. Demostrar que
-- abs (a*b) = (a”2 + b"2) / 2 :=

import data.real.basic
variables a b : R

example : abs (a*b) = (a2 + b2) / 2 :=
begin
apply abs le of le of neg le,
{ have hl : 0 =< a2 - 2*a*b + b2,
calc 0 =< (a—b)IZ : by exact pow two nonneg (a - b)
.= aIZ-Z*a*b+bI2 : by ring,
have h2 : 2*(a*b) = a2 + b2,
calc 2*(a*b)
= 2*(a*b)+(aI2-2*a*b+bI2) : by exact le add of nonneg right hl
co.o= a2 + o2 : by ring,
by linarith [h2] },
{ have h3 : 0 = aIZ + 2*a*b + bIZ,
calc 0 = (a+b)I2 : by exact pow_two nonneg (a + b)
. = a2+2*a*b+b2 : by ring,
have h4 : -2*(a*b) = a2 + b2,
calc -2*(a*b)
-2*(a*b)+(aI2+2*a*b+bI2) y exact le add of nonneg right h3
o= a2+ o2 : by ring,
by linarith [h4] },
end

IA

o

2.4. Mas sobre orden y divisibilidad

2.4.1. Minimos y maximos

m Caracterizacién del minimo
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-- Ejercicio. Sean a, b y c numeros reales. Calcular los tipos de
-- min le left a b

-- min le right a b

-- @le min R _a b ¢

import data.real.basic
variables a b c : R

#check min_le left a b
#check min_le right a b
#check @le min R a b c

-- Comentario al colocar el cursor sobre check se obtiene
-- min le left a b : min a b < a

-- min le right a b : min a b < b

- - lemin : c=sa->c=sb-c=minab

m Caracterizacién del maximo

-- Ejercicio. Sean a, b y c numeros reales. Calcular los tipos de
-- le max left a b

-- le max right a b

-- @max le R _a b c

import data.real.basic
variables a b c : R

#check le max left a b
#check le max right a b
#check @max le R  a b c

-- Comentario al colocar el cursor sobre check se obtiene
-- le max left a b : a =max a b

-- le max right a b : b < max a b

-- max le : as=sc-bs<sc-max ab=sc

s Conmutatividad del minimo
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-- Ejercicio. Sean a y b numeros reales. Demostrar que

min a b = min b a

import data.real.basic

variables a b : R

-- 12 demostracion

example : min a b = min b a :=
begin
apply le antisymm,

{

end

show min a b = min b a,
apply le min,

{ apply min le right },
apply min le left },
show min b a = min a b,
apply le min,

{ apply min_ le right },
apply min_le left }

-- Nota: Se usa ”"show” para indicar lo que se demuestra en cada bloque.

-- El desarrollo de la prueba es

F min a b = min b a

-- apply le antisymm,

F min a b = min b a
apply le min,
[ Fmin a b < b
| { apply min le right },
[ F min a b < a
apply min le left,

F min b a < min a b
apply le min,
[ Fmin b a < a
{ apply min le right },
[ Fmin b a <= b
apply min le left }
no goals
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-- 22 demostracion (con lema local)

example : min a b = min b a :=
begin
have h : V x y, min x y = min y X,
{ intros x vy,
apply le min,
apply min_le right,
apply min le left },
apply le antisymm, apply h, apply h
end

-- Nota: La téctica ”"intros” introduce las variables en el contexto. Ver
-- https://bit. ly/2UF1EdL

-- 32 demostracién (con repeat)

example : min a b = min b a :=

begin
apply le antisymm,
repeat {

apply le min,

apply min le right,

apply min le left },
end

-- Nota. La tactica "repeat” aplica una tactica recursivamente a todos los
-- subobjetivos. Ver https://bit.ly/2Yu05P9

-- Lemas usados

#check (le antisymm : a = b - b =a - a = b)
#check (le.min : c=a->c=Db - c = min a b)
#check (min_le left a b : min a b = a)
#check (min le right a b : min a b = b)

s Conmutatividad del maximo

-- Ejercicio. Sean a y b numeros reales. Demostrar que
-- max a b = max b a
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import data.real.basic
variables a b : R

-- 12 demostracion

example : max a b = max b a :=
begin
apply le antisymm,
{ show max a b = max b a,
apply max le,
{ apply le _max_ right },
apply le max left },
{ show max b a = max a b,
apply max le,
{ apply le _max_ right },
apply le max left }
end

-- 22 demostracion

example : max a b = max b a :=
begin
have h : V x y, max X y = max y X,
{ intros x vy,
apply max_le,
apply le max right,
apply le max_left },
apply le antisymm, apply h, apply h
end

-- 32 demostracion

example : max a b = max b a :=

begin
apply le antisymm,
repeat {

apply max le,
apply le max right,
apply le max left },
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end

-- Lemas usados

#check (le _max left a b : a <= max a b)
#check (le_max right a b : b = max a b)
#check (max le : a=c-b=c-max ab = c)

m Ejercicio: Asociatividad del minimo

-- Ejercicio. Sean a, b y c numeros reales. Demostrar que
-- min (min a b) ¢ = min a (min b c)

import data.real.basic tactic
variables a b c : R

-- Se usard el siguiente lema auxilar.
lemma auxl : min (min a b) ¢ = min a (min b ¢) :=
begin
apply le min,
{ show min (min a b) c
calc min (min a b) ¢

IA

AN IN

min a b : by apply min le left
. a : by apply min le left },
{ show min (min a b) ¢ = min b c,
apply le min,
{ show min (min a b) c = b
calc min (min a b) c min a b : by apply min le left
b : by apply min le right },

AN IN ~

{ show min (min a b) c = c,
{ apply min_le right }}},
end

example : min (min a b) ¢ = min a (min b ¢) :=
begin
apply le antisymm,
{ show min (min a b) ¢ = min a (min b c),
by exact auxl a b ¢ },
{ show min a (min b ¢) = min (min a b) c
calc min a (min b ¢) = min (min b c)
. = min (min c b)

a : by apply min_comm
a : by {congr' 1, apply min_comm}
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I IA

min (min a b)

}’

end

m Ejercicio: Minimo de suma

min ¢ (min b a
min ¢ (min a b

)
) ¢
C

: by apply auxl

by {congr' 1, apply min_ comm}

: by apply min_comm

-- Ejercicio. Sean a, b y c numeros reales. Demostrar que

-- min a b + ¢ = min (a + ¢c) (b + c)

import data.real.basic
variables a b c : R

example : min a b + ¢ = min (a + c) (b + C)
begin
by cases (a = b),
{ have hl : a + c = b + c,
apply add le add right h,
calc min a b+ c=a+c
. =min (a + c) (b + c)
{ have h2: b = a,
linarith,
have h3 : b + ¢ = a + c,
{ exact add le add right h2 c },
calc minab +c=Db+ c
min (a + c) (b + c)

end

= Lema abs_add

: by

: by

simp [min_eq left h]
simp [min eq left hl]},

simp [min_eq right h2]
simp [min _eq right h3]},

-- Ejercicio. Calcular el tipo de
-- abs add

import data.real.basic

#check abs add
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-- Comentario: Colando el cursor sobre check se obtiene
-- abs add : V (a b : ?M 1), abs (a + b) = abs a + abs b

m Ejercicio: abs_sub

-- Ejercicio. Sean a y b numeros reales. Demostrar que
-- abs a - abs b = abs (a - b)

import data.real.basic
variables a b : R

example : abs a - abs b = abs (a - b) :=
begin

apply sub le iff le add.mpr,

have hl : abs a = abs ((a - b) + b),

by ring,

rw hl,

apply abs add,
end

-- Lemas usados:
#check (abs add : YV a b : R, abs (a + b) = abs a + abs b)
#check (sub le iff le add : a - b=c e a=c + b)

2.4.2. Divisibilidad
» Propiedades de divisibilidad

-- Ejercicio 1. Realizar la siguientes acciones:
-- 1. Importar la teoria de mcd sobre los naturales.
-- 2. Declarar x, y y z como variables sobre los naturales.

import data.nat.gcd -- 1
variables x y z : N -- 2

-- Ejercicio 2. Demostrar que si
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- x|y
= y | z
-- entonces
-- X | z
example
(he : x []] y)
(hy =y || 2)

© X []z =
dvd trans he h:

-- Ejercicio 3. Demostrar que
-- X |y *x*z

example : x [||] y * x * z :=
begin
apply dvd mul of dvd left,
apply dvd mul left
end

-- Su desarrollo es

-- FXx |y *x *2Zz

-- apply dvd mul of dvd left,
-- FXx |y *Xx

-- apply dvd mul left

- - no goals

-- Ejercicio 4. Demostrar que
-- X | x~2

example : x [|| X2 :=
begin
rw nat.pow two,
apply dvd mul left
end

-- Su desarrollo es
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-- FXx | x©~2

-- rw nat.pow_two,

-- FXx | x *Xx

-- apply dvd mul left
-- no goals

-- Lemas usados

#check (dvd_trans : x [||y -~y ||| z - x [|| 2)

#check (dvd_mul_of dvd left : x [y »V (c : N), x[]]y * ¢
#check (dvd_mul_left : V (ab : N), al|] b * a)

#check (nat.pow two : V (a : N), a I 2 =a* a)

m Ejercicio de divisibilidad

-- Ejercicio. Demostrar que si

-- X | w

-- entonces

-- X |y * (x*2z)+x2+ w2

import data.nat.gcd

variables w x y z : N

example

th = x| w

s x Iy * (x *z) + R+ W :=
begin

apply dvd add,
apply dvd add,
apply dvd mul of dvd right,
apply dvd mul right,
rw nat.pow two,
apply dvd mul right,
rw nat.pow two,
apply dvd mul of dvd left h,
end

-- Su desarrollo es
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- FEX |y *(x*z)+Xx"2+w" 2
-- apply dvd add,
X |y *(x*z)+x"2
apply dvd add,
X |y * (x*2z)
apply dvd mul of dvd right,
FXx | x *2z
apply dvd mul right,
X | x ™2
rw nat.pow_two,
FXx | x *Xx
apply dvd mul right,
| w2
rw nat.pow_ two,
FX | w*w
apply dvd mul of dvd left h,

X ——— T ——— 7T

#check (dvd add : x [y = x[l] z - x[l|]y + 2)

#check (dvd mul of dvd left : x[[y -V (c : N), x[||y * ¢
#check (dvd mul of dvd right : x ||y =V (c : N), x[l] c *y)
#check (dvd mul right : Vv (a b : N), a [}a *b)

#check (nat.pow two : V (a : N), a2 =a * a)

m Propiedades de gcd y Icm

-- Ejercicio. Calcular el tipo de los siguientes lemas
-- gcd zero right
- - gcd zero left
-- lcm zero right
- - lcm zero left

import data.nat.gcd
open nat

variables n : N
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#check (gcd zero right n : gcd n O
#check (gcd zero left n : gcd O n
#check (lcm zero right n : lcm n 0O
#check (lcm _zero left n : lcm 0 n

I
®© © 3 S

» Conmutatividad del gcd

-- Ejercicio. Demostrar que
-- gcd mn =gcd nm

import data.nat.gcd
open nat
variables k m n : N

example : gcd mn = gcd nm :=
begin
apply dvd antisymm,
{ apply dvd gcd (gcd dvd right m n) (gcd dvd left m n)},
{ apply dvd gcd (gcd dvd right n m) (gcd dvd left n m)},
end

-- Su desarrollo es

-- Fm.gcd n = n.gcd m

-- apply dvd antisymm,

-- Fm.gcd n | n.gcd m

- apply dvd gcd (gcd dvd right m n) (gcd dvd left m n)
-- Fn.gcd m | m.gcd n

- apply dvd gcd (gcd dvd right n m) (gcd dvd left n m)

-- Lemas usados

#check (dvd_antisymm : m [[[n - n[[m-m = n)
#check (dvd gcd : k [[[m - k [[| n = k[[] gcd m n)
#check (gcd dvd left : vV (mn : N), gcd m n [[| m)
#check (gcd dvd right : V (mn : N), ged mn [|| n)
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2.5. Demostraciones sobre estructuras algebrai-
cas

2.5.1. Ordenes

= Ordenes parciales

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria de drdenes

-- 2. Declarar a como un tipo sobre los dérdenes parciales
- - 3. X, y y z como variables sobre a.

import order.basic -- 1
variables {a : Type*} [partial order a] -- 2
variables x y z : « -- 3

-- Ejercicio 2. Calcular los tipos de las siguientes expresiones
-- X<y

-- le refl x

-- @le trans a x y z

#check x = y
#check le _refl x
#check @le trans a x vy z

-- Conentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
- - X =y : Prop

-- le refl x : x = x)

-- le trans : X sy >y =2z->X =< Z)

-- Nota: Las letras griegas se escriben con \a, \b,

m Orden estricto

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la teoria de drdenes
-- 2. Declarar a como un tipo sobre los Ordenes parciales
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- - 3. X, y y z como variables sobre a.

import order.basic -- 1
variables {a : Type*} [partial order a] -- 2
variables x y z : « -- 3

-- Ejercicio 2. Calcular el tipo de las siguientes expresiones
- - X<y

-- It irrefl x

- - @lt trans a x y z

-- @lt of le of lt a xy z

-- @lt of It of lea xy z

-- @lt iff le and ne a xy

#check x < y

#check 1t _irrefl x

#check @lt _trans a x vy z

#check @lt_of le of 1t & x vy z
#check @lt_of 1t of lea x vy z
#check @lt _iff le and ne a x vy

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
== X <y : Prop
- - It irrefl x : = x < X

- - It trans : X <y >y <2z > X< 2Z

- - lt of leof lt : X =y >y <2z-X<2
-- It of It of le : X <y ->y=s=2z>Xx<2
-- It iff leand ne : X<y e X sy ANXz#Yy

2.5.2. Reticulos

m Reticulos

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria de reticulos

-- 2. Declarar a como un tipo sobre los reticulos.
- - 3. X, y y z como variables sobre a.
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import order.lattice -- 1
variables {a : Type*} [lattice al -- 2
variables x y z : « -- 3

-- Ejercicio 2. Calcular el tipo de las siguientes expresiones
-- xny

- - @inf le left a x y

-- @inf le right a x vy

- - @le infa z x y

-- x Uy

-- @le sup left a x vy
-- @le sup right a x y
-- @sup lea xy z

#check x [ y

#check @inf le left a x vy
#check @inf le right a x vy
#check @le inf a z x vy

#check x | y

#check @le sup left a x vy
#check @le sup right o« x vy
#check @sup le a x vy z

-- Comentarios:

-- 1. Para ver cémo se escribe un simbolo, se coloca el cursor sobre el

-- simbolo y se presiona C-c C-k

El infimo N se escribe con \glb de ”greatest lower bound”

El supremo U se escribe con \lub de ”least upper bound”

En mathlib se unsa inf o sup para los nombres sobre infimo o supremo.
Al colocar el cursor sobre check se obtiene

-- xXny:a

-- inf le left : x Ny = X

1
G AN WN

- - inf le right : x Ny =y

- - le inf : z=sXx->zZ<sy->-z=xNny
-- XUy :a«a

- - le sup left : x = x Uy

-- le sup right: y = x Uy

-- sup le : x=z->y=sz->XxUy=z

s Conmutatividad del infimo
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-- Ejercicio. Demostrar que en los reticulos se verifica que
-- xXnNy=ynx

import order.lattice

variables {a : Type*} [lattice a]
variables x y : «

-- 12 demostracion

lemma aux : x Ay =y nx :=
begin

apply le inf,

apply inf le right,

apply inf le left,
end

-- Su desarrollo es

--FXxNys=synx

-- apply le inf,

- FXxNys=sy

-- apply inf le right,
- FXxNys=sy

-- | apply inf le left,
-- no goals

example : x ]y =y Al x :=
begin

apply le antisymm,

apply aux,

apply aux,
end

-- Su desarrollo es

- FXxNDy=ynx

-- apply le antisymm,
--FxNysynx

-- apply aux,
--FynNxsxny

-- | apply aux,
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-- no goals

-- 22 demostracion

example : X H y =y H X 1=
by apply le antisymm; simp

-- 32 demostracion

example : x [y =y i x :
inf comm

-- Lemas usados

#check (inf_comm : x [y =y i x)
#check (inf_le left : x [y = x)

#check (inf le right : x My =)
#check (le _antisymm : X =y -y = X > X =
#check (le inf : z = x>z =y >z =x1

y)
y)

s Conmutatividad del supremo

-- Ejercicio. Demostrar que en los reticulos se verifica que
-- Xuy=yux

import order.lattice

variables {a : Type*} [lattice al
variables x y z : «

-- 12 demostracion

lemma aux : x Wy =yUx :=
begin

apply sup_le,

apply le sup right,

apply le sup left,


./src/Basicos/Conmutatividad_del_supremo.lean

2.5. Demostraciones sobre estructuras algebraicas

89

end

-- Su desarrollo es
--FXxXUy=sylUux

- apply sup le,
--FX=syUuUx

-- | apply le_sup_right,

--Fys=syux
- | apply le sup left,
-- no goals

example : x Uy =y U x :=
begin

apply le antisymm,

apply aux,

apply aux,
end

-- Su desarrollo es
- FXxUy=yUx

- - apply le antisymm,
--FXxUy=syUux

-- | apply aux,
--FylUx=sxUuy
-- | apply aux,
-- no goals

-- 22 demostracion

example : X ! y =y u X 1=
by apply le antisymm; simp

-- 32 demostracion

example : x Wy =yl x :
sup_comm

-- Lemas usados

#check (sup_comm : x Uy

y U x)
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#check (le_sup_left : x = x U y)
#check (le_ sup_right : y = x U y)
#check (le antisymm : X =y >y = X > X =Y)
#check (sup le : x =z >y =2z > X u y = 2)

m Asociatividad del infimo

-- Ejercicio. Demostrar que en los reticulos se verifica que
-- (xnNy)nz=xn(ynz)

import order.lattice

variables {a : Type*} [lattice al
variables x y z : «

-- 12 demostracion

example : (xy) Jz=xf(yfz :=

begin
apply le antisymm,
{ apply le_inf,
{ apply inf le left of le inf le left, },
{ apply le inf (inf le left of le inf le right) inf le right}},
{apply le_inf,
{ apply le inf inf le left (inf le right of le inf le left), },
{ apply inf le right of le inf le right, },},
end

-- Su desarrollo es

--FxNDynz=xn0(ynz)
-- apply le antisymm,
FxnNynzsxn{(ynz)
| { apply le inf,
| Fxnynzs=sx
| | { apply inf le left of le inf le left },
-- | FxnNnynz=synz
| | { apply le inf (inf le left of le inf le right) inf le right}},
FxN(ynz)=sxnynz
| {apply le inf,
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| Fxn(ynz)=sxny

- { apply le inf inf le left (inf le right of le inf le left)},
| Fxn(ynz)s=sz

-- { apply inf le right of le inf le right, },},

-- no goals

-- 22 demostracion

example : (xy) Hz=xf(ynz :=

le _antisymm
(le_inf
(inf _le left of le inf le left)
(Le_inf (inf le left of le inf le right) inf le right))
(le_inf
(le_inf inf le left (inf _le right of le inf le left))
(inf_le right of le inf le right))

-- 32 demostracion

example : (x A y) Jz=xf(ynz :=

inf _assoc

m Asociatividad del supremo

-- Ejercicio. Demostrar que en los reticulos se verifica que
-- xuUy)uz=xuU/ (yuz

import order.lattice

variables {a : Type*} [lattice a]
variables x y z : «

-- 12 demostracion

example : (xdy) Uz=xW (yyz :=
begin
apply le antisymm,
{ apply sup_le,
{ apply sup _le le sup left (le sup right of le le sup left)},
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{ apply le sup right of le le sup right}},
{ apply sup_le,
{ apply le sup left of le le sup left},
{ apply sup le (le sup left of le le sup right) le sup right}},
end

-- Su desarrollo es
--FXxUyUuUz=x1U/(yuz)
- - apply le antisymm,

| FxUyuzs=sxu(yuz

| { apply sup_le,

| | FxUy=sxU(yuz)

| | { apply sup le le sup left (le sup right of le le sup left)},

| | Fz=x1U(yuz)

| | { apply le sup right of le le sup right}},

| FxU(yuz)=xuyduz
- { apply sup_le,

| FxsxUylUuz

| { apply le sup left of le le sup left},

| FyuUzs=sxUylUuz

| { apply sup le (le sup left of le le sup right) le sup right}},

n

-- 22 demostracion

example : (xdy) z=xW (yyz :=

le antisymm
(sup_le
(sup_le le sup left (le sup right of le le sup left))
(le_sup_right of le le sup right))
(sup_le
(le_sup_left of le le sup left)
(sup_le (le sup left of le le sup right) le sup right))

-- 32 demostracion

example : x Wy dz=xU (ylz :=

Sup _assoc

m Leyes de absorcién
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-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones
-- 1. Importar la teoria de reticulos.

- - 2. Declarar a como un tipo sobre reticulos
-- 3. Declarar x e y como variabkes sobre a

import order.lattice -- 1
variables {a : Type*} [lattice a] -- 2
variables x y : a -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que
-- XN (xuy)=x

-- 12 demostracion

example : x [ (x U y) = x :=
begin
apply le antisymm,
{ apply inf_le left 1},
{ apply le inf,
{ apply le refl },
{ apply le sup left }},
end

-- Su desarrollo es

--FxN(xUy)=x
-- apply le antisymm,
FxN(xUy)sx
{ apply inf le left },

X=xN(xUuy)
{ apply le inf,
F X =< x

{ apply le refl },
FXx=sxUy

{ apply le sup left }},

I
|_

-- 22 demostracion
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example : x [ (x 4 y) = x :=
by simp

-- 32 demostracién

example : x [ (x 4 y) = x :=

inf sup self

-- Ejercicio 3. Demostrar que
-- XU (xny)=x

-- 12 demostracion

example : x U (x ly) = x :=
begin
apply le antisymm,
{ apply sup_Lle,
{ apply le refl },
{ apply inf le left }},
{ apply le sup left },
end

-- Su desarrollo es

- FExUxNOy=x
- - apply le antisymm,
FXxUxNys=sx

{ apply sup_le,
| F x = x
[ { apply le refl },
| Fx Ny =sx
[ { apply inf le left }},
Fx=sxUxny
[ { apply le sup left },

-- 22 demostracion

example : x U (x ly) = x :=
by simp

-- 32 demostracion
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example : x U (x {y) = x :=
sup_inf self

m Reticulos distributivos

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria de reticulos

-- 2. Declarar a como un tipo sobre los reticulos.
-- 3. X, y y z como variables sobre a.

import order.lattice -- 1
variables {a : Type*} [distrib lattice a] -- 2
variables x y z : « -- 3

-- Ejercicio 2. Calcular el tipo de las siguientes expresiones
-- @inf sup left a xy z
- - @inf sup right a x y z
- - @sup_inf left a x y z
-- @sup _inf right a x y z

#check @inf sup left a« x vy z
#check @inf sup right a x vy z
#check @sup_inf left o« x vy z
#check @sup inf right a x vy z

-- Comentario: Al situar el cursor sobre check se obtiene

-- inf sup left : xnN (yuz)=(xny)ui(xnz)
- - inf sup right : (x Uy) nz=(xnz)Uu (ynz
-- sup _inf left : x U (ynz)=(xUuUy)n (xuz)
-- sup inf right : (x Ny) Uz = (xUz)N(yuz)

m Propiedades distributivas

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones
-- 1. Importar la teoria de reticulos.
-- 2. Declarar a como un tipo sobre reticulos
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- - 3. Declarar a, b y ¢ como variabkes sobre a
import order.lattice -- 1

variables {a :

variables a b c :

Type*} [lattice a] -- 2

o -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que si
-- VXxyz:

-- entonces

a, xnN(yuz)=(xny)u(xnz))

- - (aub)nc=(anc)u(bnc)

example

(h : Vxvyz:

(ayb)m

calc

(aldb)nc

(@)

C ﬂ (a ! b) : by rw inf comm
(cha)u(cib): by rwh

(@ c) U (cfgb) : by rw [@inf conm ¢ a]
(@ c) U (bdc): by rw [@inf conm ¢ b]

-- Ejercicio 3.
- - Vxyz:

-- entonces

- - (anb)u

example

(h : Vxvyz

: (afb) Y

calc

(afb)Uc

Demostrar que si
a, x U (ynz)=(xUy)n(xuz)

c=(auUuc)n(buc)

s, xU(ydz) = (xUy) A (xdaz)

=(aldc)f(bYc) :=

C u (a ﬂ b) : by rw sup_comm
(cUa)f(cUb) : by rwh
(@aldc)m(cdb) : by rw [@sup_comm ¢ a]
(@l c)m(bdc): by rw [@sup_comm  c b]

m Anillos ordenados
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-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones

-- 1. Importar la teoria de los anillos ordenados.

- - 2. Declarar R como un tipo sobre los anillos ordenados.
-- 3. Declarar a y b como variables sobre R.

import algebra.ordered ring -- 1
variables {R : Type*} [ordered ring R] -- 2
variables a b : R -- 3

-- Ejercicio 2. Calcular el tipo de las siguientes expresiones
-- @add le add left R a b

-- @mul pos R _a b

-- zero ne one

-- @mul nonneg R a b

#check @add le add left R a b
#check @mul pos R a b

#check zero ne one

#check @mul nonneg R a b

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
-- add le add left : a<b-VYc¢c, c+as=sc+b

-- mul pos : @ <a-0<b->0<a*hb

- - zero ne one : 0 # 1

-- mul nonneg : @ =a->0<b->0=<a*b

2.5.3. Anillos ordenados

m Ejercicio sobre anillos ordenados

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones

-- 1. Importar la teoria de los anillos ordenados.

- - 2. Declarar R como un tipo sobre los anillos ordenados.
- - 3. Declarar a, b y c como variables sobre R.

import algebra.ordered ring -- 1
variables {R : Type*} [ordered ring R] -- 2
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variables a b c: R -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que
-- asb-0=<b- a

example : a<b-0=<b - a :=
begin

intro h,

calc

(<)
1l

Q
1

Q

: by rw sub_self
: @add le add right R a b h (-a)

IA

(on
1

Q

-- Ejercicio 3. Demostrar que
-- O<b-a-a=shb

example : 0 =b - a->a=sb :=

begin
intro h,
calc
a =0+a : by rw zero_add
= (b - a) +a: @dd le add right R 0 (b -a) h a
= b : by simp
end

-- Ejercicio 4. Demostrar que

-- asb»b
-- 0 =c
-- entonces
-- a*cs=sb*c

-- 12 demostracion

open_locale classical

example
(h1 ca = b)
(h2 : 0 = ¢)
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ca*c=sb*c:=
begin
by cases hs : b = a,
{ have : a = b,
{ apply le antisymm hi hs},
rw this },
{ by cases ha : c =0,
{ calc a * ¢ = ¥ 0 : by rw ha
: by rw mul zero
: by exact le refl 0
*0 : by rw mul zero
* ¢ : by {congr; rw ha}},

1A
T T o ow

{ apply le of 1t,
apply mul 1t mul of pos right,
{ exact 1t _of le not le h: hs },
{ exact 1t of le of ne hz2 (ne.symm ha) }}},
end

-- 22 demostracion

example
(h1 : a =b)
(h2 : 0 = )
ta*c=sb*c:=

by exact mul le mul of nonneg right hi h:

-- 32 demostracion

example
(h1 : a =b)
(h2 : 0 = ¢)
ca*c=sb*c:=

mul le mul of nonneg right hi h:

2.5.4. Espacios meétricos

= Espacios métricos

-- Ejercicio 1. Ejecuta las siguientes acciones

-- 1. Importar la teoria de espacios métricos.

-- 2. Declarar X como un tipo sobre espacios métricos.
-- 3. Declarar x, y y z como variables sobre X.
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import topology.metric space.basic -- 1
variables {X : Type*} [metric space X] -- 2
variables x y z : X -- 3

-- Ejercicio 2. Calcular el tipo de las siguientes expresiones
-- dist self x

-- dist comm x y

-- dist triangle x y z

#check dist self x
#check dist comm x vy
#check dist triangle x y z

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
-- dist self x : dist x x = 0

- - dist comm x y : dist x y = dist y x

-- dist triangle x y z : dist x z = dist x y + dist y z

m Ejercicio en espacios métricos

-- Ejercicio. Demostrar que en los espacios métricos
-- 0 = dist x y

import topology.metric space.basic
variables {X : Type*} [metric space X]
variables x y : X

-- 12 demostracion

example : 0 = dist x y :=
have 2 * dist x y = 0,

from calc
2 * dist x y = dist x y + dist x y : by rw two mul
= dist x y + dist y x : by rw [dist comm Xx y]
= dist x x : by apply dist triangle
=0 : by rw | dist self x,

nonneg of mul nonneg left this two pos
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-- 22 demostracidn
example : 0 = dist x y :=
dist nonneg
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Capitulo 3
Logica

En este capitulo se muestra el razonamiento con Lean sobre las conecti-
vas y cuantificadores; es decir, las tacticas para introducirlos en la conclusién
o eliminarlos de las hipétesis. Como aplicacién, se demostraran propiedades
sobre limites de sucesiones.

3.1. Implicacion y cuantificacion universal

m Lema con implicaciones y cuantificador universal

-- Ejercicio 2. Enunciar el lema ej: ”para todos los numeros reales x,
--y, € s1

- - 0 < ¢

- - € =1

-- abs x < ¢

-- abs y < ¢

-- entonces

-- abs (x * y) < ¢

lemma ej
Vxye:R,
0O < g -

103
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e=1-

abs x < g€ -

abs y < € -

abs (x *y) < g :=
sorry

-- Ejercicio 3. Crear una seccién con las siguientes declaraciones
- - abé:R

-- he : 0 < 6

-- h: : 6 =1

-- ha : abs a < 6

-- hb : abs b < 6

-- y calcular el tipo de las siguientes expresiones

-- ej abéb

- - ej ab b6 he h:

-- ej ab b he h: ha hb

section

variables a b 6 : R
variables (he : 0 < 86) (h1 : 6 = 1)
variables (ha : abs a < 6) (hb : abs b < d)

#check ej a b 6
#check ej a b & he h:
#check ej a b & he hi ha hb

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene

- - ejabb:0<6-06=<1-absa<6b6-absb<6-abs (a*b) <56
-- ej ab b6 ho h:i : abs a <6 - abs b <6 - abs (a *b) <6

-- ej ab 6 ho hi ha hb : abs (a * b) < &

end

m» Lema con implicaciones y cuantificador universal implicitos

import data.real.basic
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-- Ejercicio 2. Enunciar, usando variables implicitas, el lema ej: ”para

-- todos los ndmeros reales x, y, € si
- - 0 < ¢

-- £ =1

-- abs x < ¢

-- abs y < ¢

-- entonces

- - abs (x * y) < ¢

lemma ej

V {xy e : R},

0<¢g-

e=s1-

abs x < g€ -

abs y < € -

abs (x * y) < g :=
sorry

-- Ejercicio 3. Crear una seccién con las siguientes declaraciones

- - abod:R
- - he : 0 < 6
- - h: : 6 =1

-- ha : abs a < 6
-- hb : abs b < 6
-- y calcular el tipo de las siguientes expresiones
-- ej ho hi ha hb

section

variables a b 6 : R

variables (he : 0 < 86) (h1 : 6 = 1)
variables (ha : abs a < 8) (hb : abs b < 8)
#check ej he hi1 ha hb

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
-- ej hoe h: ha hb : abs (a * b) < 6

end

m La tactica intros
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-- Ejercicio. Demostrar que para todos los numeros reales x, y, € SI

-- 0 < ¢

-- € =1

-- abs x < ¢

-- abs y < ¢

-- entonces

-- abs (x * y) < ¢

import data.real.basic tactic

lemma ej
V {xy e : R},
0 <eg -
€e=s1-
abs x < g€ -
abs y < € -
abs (x *y) < g :=
begin
intros x y € epos elel x1t ylt,
by cases (abs x = 0),

{ calc abs (x * y) = abs x * abs y :
: by rw h

: by apply zero mul
: by apply epos

0 * abs y
0
. < €

}
{ have hl : 0 < abs x,
{ have h2 : 0 = abs x,
apply abs nonneg,

by apply abs mul

exact 1t of le of ne h2 (ne.symm h)

}
calc
abs (x * y) = abs x * abs y :
< abs x * €
< g * g
=1 *¢
= €
b
end

m Definiciones de cotas

by

: by
: by
: by
: by

rw abs mul

apply (mul 1t mul left hl).mpr ylt
apply (mul 1t mul right epos).mpr xlt
apply (mul le mul right epos).mpr elel
rw [one mul]


./src/Logica/Definiciones_de_cotas.lean

3.1. Implicacién y cuantificacién universal 107

-- Ejercicio 2. Definir la funcién
- - fn ub (R - R) - R > Prop
-- tal que (fn ub f a) afirma que a es una cota superior de f.

def fn ub (f : R - R) (a : R) : Prop :=V x, f x = a

-- Ejercicio 3. Definir la funcidn
- - fn b (R - R) - R - Prop
-- tal que (fn _lb f a) afirma que a es una cota inferior de f.

def fn 1b (f : R > R) (a : R) : Prop :=V x, a = f x

» Suma de cotas superiores

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:
1. Importar la libreria de los numeros reales.
2. Definir cota superior de una funcidn.
-- 3. Definir cota inferior de una funcién.
4. Declarar f y g como variables de funciones de R en R.
5. Declarar a y b como variables sobre R.

import data.real.basic -- 1
def fn ub (f : R - R) (a : R) : Prop :=V x, f x = a -- 2
def fn b (f : R > R) (a : R) : Prop :=VY x, a =T x -- 3
variables (f g : R » R) -- 4
variables (a b : R) -- 5

-- Ejercicio 2. Demostrar que la suma de una cota superior de f y una
-- cota superior de g es una cota superior de f + g.


./src/Logica/Suma_de_cotas_superiores.lean

108 Capitulo 3. Légica

-- 12 demostracion

example
(hfa : fn_ub f a)
(hgb : fn_ub g b)
: fnub (A x, f x+gx) (a+b) :=
begin
intro x,
-- dsimp,
change f x + g x = a + b,
apply add le add,
apply hfa,
apply hgb
end

-- Su desarrollo es

-- fg:R-R,

--ab R,

-- hfa : fn ub f a,

-- hgb : fn ub g b

--F fnub (A (x : R), T Xx+gx) (a+Db)
- - -- intro x,

-- xR

--F(A(x:R), fX+gx)x=sa+b
- - -- change f x + g x = a + b,
--FfXx+gx=<sa+b

-- -- apply add le add,

-- | Ffx=sa

- -- apply hfa,

-- | Fgx<=b

- -- apply hgb

-- no goals

-- Notas.

-- + Nota 1. Con "intro x” se despliega la definicién de fn ub y se introduce
-- la variable x en el contexto.

-- + Nota 2. Con ”"dsimp” se simplifica la definicién del lambda. El mismo

-- efecto se consigue con "change f x + g x = a + b”

-- 22 demostracion
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example

(hfa : fn_ub f a)

(hgb : fn_ub g b)

: fnub (A x, f x+4gx) (a+b) :=
A x, add le add (hfa x) (hgb x)

= Operaciones con cotas

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:
1. Importar la libreria de los numeros reales.
2. Definir cota superior de una funcién.
-- 3. Definir cota inferior de una funcién.
4. Declarar f y g como variables de funciones de R en R.
5. Declarar a y b como variables sobre R.

import data.real.basic -- 1
def fn ub (f : R - R) (a : R) : Prop :=V x, f x = a -- 2
def fn b (f : R > R) (a : R) : Prop :=Y x, a =T x -- 3
variables (f g : R » R) -- 4
variables (a b : R) -- 5

-- Ejercicio 2. Demostrar que la suma de una cota inferior de f y una
-- cota inferior de g es una cota inferior de f + g.

-- 12 demostracion

example

(hfa : fn_1lb f a)

(hgb : fn_1b g b)

: fnlb (A x, f x+ g x) (a+b) :=
begin

intro x,

change a + b = f x + g X,

apply add le add,

apply hfa,

apply hgb


./src/Logica/Operaciones_con_cotas.lean

110 Capitulo 3. Légica

end
-- Su desarrollo es

-- fg:R-R,
--ab R,
-- hfa : fn lb f a,
-- hgb : fn lb g b
--F fn lb (A (x : R), T x+gx) (a+Db)
-- -- intro X,
-- xR
--Fa+b=s(A(x:R), FTXxX+gx)x
- - -- change a + b = f x + g X,
--Fa+bs=sTFfx+gx
- - -- apply add le add,
| Fa = fx
| -- apply hfa,
| b =g x
| -- apply hgb
-- no goals

-- 22 demostracion

example

(hfa : fn_1lb f a)

(hgb : fn 1b g b)

: fnlb (A x, fx+gx) (a+Db) :=
A x, add le add (hfa x) (hgb x)

-- Ejercicio 3. Demostrar que el producto de dos funciones no negativas
-- es no negativa.

example

(nnf : fn_1b f 0)

(nng : fn_1b g 0)

: fn b (A x, f x * g x) 0 :=
begin

intro x,

change 0 = f x * g X,

apply mul nonneg,

apply nnf,

apply nng
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end

-- Su desarrollo es

-- fg:R-R,

-- nnf : fn lb f 0,

--nng : fn lb g 0

--Ffn lb (A (x : R), T x *gx) 0
-- -- intro X,

=

-- X
F O (A (x : R), fx *gx) x

- - -- change 0 = f x * g X,

0 fx*gx

-- -- apply mul nonneg,

-- | O =sfx

- -- apply nnf,

-- | 0 =g x

- -- apply nng

-- no goals

IA

:
-

IA

-- 22 demostracion

example

(nnf : fn_ 1b f 0)

(nng : fn_1lb g 0)

: fnlb (A x, fx *gx) 0 :=
A x, mul _nonneg (nnf x) (nng x)

-- Ejercicio 4. Demostrar que si a es una cota superior de f, b es una
-- cota superior de g, a es no negativa y g es no negativa, entonces
-- a * b es una cota superior de f * g.

example

(hfa : fn_ub f a)

(hfb : fn_ub g b)

(nng : fn_1lb g 0)

(nna : 0 = a)

: fnoub (A x, f x * g x) (a* b)
begin

intro x,

change f x * g x = a * b,

apply mul le mul,
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apply hfa,

apply hfb,

apply nng,

apply nna
end

-- Su desarrollo es

-- fg:R-R,

--ab : R,

-- hfa : fn ub f a,

-- hfb : fn ub g b,

--nng : fn lb g 0,

--nna : 0 = a

--F fnub (A (x : R), fx *gx) (a*b)

- - -- intro x,

--x R

--F (A (x :R), TXx*gx) x=sa*hb
-- -- change f x * g x <= a * b,

--FfXx*gx=sa*hb
-- -- apply mul le mul,
Ffx=<sa

-- apply hfa,
gxs=s»>t

-- apply hfb,

-- apply nna

|

|

|

|

|

- -- apply nng,
|

|

no goals

-- 22 demostracion

example
(hfa : fn_ub f a)
(hfb : fn ub g b)
(nng : fn_1lb g 0)
(nna : 0 = a)
: fnub (A x, f x * g x) (a*b) :=

begin
dunfold fn ub fn 1b at *,
intro x,
have hl:= hfa x,
have h2:= hfb x,
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have h3:= nng x,
exact mul le mul hl h2 h3 nna,
end

-- Prueba
/-
fg:R-R,
ab: R,

hfa : fn ub f a,
hfb : fn _ub g b,
nng : fn lb g 0,
nna : 0 < a

= fn;ub (A (x : R), Tx *gx) (a *b)

>> dunfold fn ub fn 1lb at *,

hfa : V (x : R), f x =< a,

hfb : ¥V (x : R), g x = b,

nng : ¥V (x : R), 0 =g x,

nna : 0 < a

FVY (x:R), fx*gx=a*hb

>> intro X,
x R
Ffx*gx=<a*hb
>> have hl:= hfa x,
hl : f x < a
Ffx*gx=sa*h
>> have h2:= hfb Xx,
h2 : g x<b
Ffx*gx=a*hb
>> have h3:= nng x,
h3 : 0 =g x
Ffx*gx=sa*h

>> exact mul le mul hl h2 h3 nna,

no goals
=/

-- 32 demostracion

example
(hfa : fn_ub f a)
(hfb : fn_ub g b)
(nng : fn_1lb g 0)
(nna : 0 = a)
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: fnoub (A x, f x * g x) (a* b)

begin

dunfold fn ub fn 1b at *,

intro x,

specialize hfa x,
specialize hfb x,
specialize nng x,

exact mul le mul hfa hfb nng nna,

end

-- Prueba
/_
fg:R-R,
ab: R,

hfa : fn ub f a,

hfb : fn ub g b,

nng : fn_lb g 0,

nna : 0 < a

F fn_ub (A (x : R),
>> dunfold fn_ub

hfa : V (x : R), f

hfb : Y (x : R), g

nng : ¥V (x : R), O

nna : 0 < a

FY (x:R), fx*
>> intro x,

x : R

Ffx*gx=a*hb

X
X
<

fx *gx) (a
fn b at *,

Q A A |

>> specialize hfa x,

hfa : f x = a
Ffx*gx=sa*h

>> specialize hfb x,

hfb : g x = b
Ffx*gx=sa*h

>> specialize nng x,

nng : 0 =g x
Ffx*gx=a*hb

>> exact mul le mul hfa hfb nng nna,

no goals
=/

-- 42 demostracion
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example
(hfa : fn_ub f a)
(hfb : fn_ub g b)
(nng : fn_1b g 0)
(nna : 0 = a)
: fnub (A x, T x *gx) (a*b):=
A x, mul le mul (hfa x) (hfb x) (nng x) nna

m Cota_doble

import import data.real.basic -

-- Ejercicio 2. Demostrar que si
- - da, x < a

-- entonces

-- b, x < b * 2

-- 12 demostracion

example
(h : da, x < a)
: db, x < b * 2 :=

begin

cases h with a hxa,

use a / 2,

calc x < a : hxa

. =a /2 * 2 : (div_mul cancel a two ne zero).symm,

end
-- Prueba
/_
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h:3 (a:R), x<a

3 (b:R), x<b*2
>> cases h with a hxa,

x a ! R,

hxa : x < a

3 (b:R), x<b*2
>> yse a / 2,

Fx<al/2*2
>> calc x <
>>

-/

a : hxa
a/ 2*2: (div_mul cancel a two ne zero).symm,

-- Comentario: Se han usado los lemas
-- + div mul cancel a : b #0 ->a/ b *b=a
-- + two ne zero : 2 # 0

-- 22 demostracion

example
(h : da, x < a)
db, x < b * 2 :=
begin
cases h with a hxa,
use a / 2,
linarith,
end

-- Prueba

x R,
h:3 (a:R), x<a
3 (b:R), x<b*2
>> cases h with a hxa,
hxa : x < a
F3 (b:R), x<b*2
>> use a / 2,
FXx<a/2%*2
>> linarith,
no goals
=/

-- 32 demostracion
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example
(h : 3Ja, x < a)
db, x < b * 2 :=
let (a, hxa) := h in (a/2, by linarith)

m Generalizacion a monoides

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria de grupos ordenados.

-- 2. Declaral a como un tipo.

-- 3. Declarar R como un monoide ordenado cancelativo.
-- 4. Declarar a, b, ¢ y d como variables sobre R.

import algebra.ordered group
variables {a : Type*}

variables {R : Type*} [ordered cancel add comm monoid R]
variables a b ¢ d : R

-- Ejercicio 2. Calcular el tipo de
-- @add le add R a b c d
#check @add le add R a b c d

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene
- - asb-csd-a+c=sb+d

-- Ejercicio 3. Definir la funcién
-- fn ub (@ - R) - R > Prop
-- tal que (fn ub f a) afirma que a es una cota superior de f.

-- Ejercicio 4. Demostrar que que la suma de una cota superior de f y
-- otra de g es una cota superior de f + g.
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theorem fn ub add

{fg:a-R}

{a b : R}

(hfa : fn_ub f a)

(hgb : fn_ub g b)

: fnub (A x, f x + g x) (a+b) :=
A X, add le add (hfa x) (hgb x)

m Funcion mondtona

-- Ejercicio. Explicitar la definicién de funcién mondétona poniendo el
-- nombre en la hipdétesis y su definicidén en la conclusidn.

import data.real.basic

example
(f : R - R)
(h : monotone f)
V {ab}, a=sb-Ffa=sfb:=h

m Suma de funciones mondétonas

-- Ejercicio. Demostrar que la suma de dos funciones mondtonas es
-- monétona.

import data.real.basic
variables (f g : R » R)

-- 12 demostracion

example

(mf : monotone f)

(mg : monotone g)

: monotone (A x, f x + g x) :=
begin
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intros a b aleb,
apply add le add,
apply mf aleb,
apply mg aleb
end
-- Su desarrollo es
-- fg:R-R,
-- mf : monotone f,
-- mg : monotone g
-- F monotone (A (x : R), f x + g x)
-- >> intros a b aleb,
--ab R,
-- aleb : a<b
--F (A (x:R), fx+gx)a=s(A(x:R), fx+gx)b
-- >> apply add le add,
-- | wfasfbhb
- >> apply mf aleb,
-- | rga=sghb
- >> apply mg aleb
-- no goals
-- 22 demostracién
example (mf : monotone f) (mg : monotone g)
monotone (A x, f X + g x) :=
A a b aleb, add le add (mf aleb) (mg aleb)
-- Nota: Se puede iniciar la prueba con
-- Aab aleb,
-- situarse en , pulsar C-c SPC y elegir library search. Automdticamente, se

-- completa la prueba.

» Producto de un positivo por una funcién monétona

-- Ejercicio. Demostrar que si c es no negativo y f es mondtona,

-- entonces ¢ * f es mondtona.

import data.real.basic
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variables (f : R -» R)

-- 12 demostracion

example
{c : R}
(mf : monotone f)
(nnc : 0 = ¢)
: monotone (A x, ¢ * f x) :=
begin
intros a b aleb,
apply mul le mul of nonneg left,
apply mf aleb,
apply nnc
end

-- Su desarrollo es

-- f : R - R,

-- ¢ ! R,

-- mf : monotone f,

--nnc : 0 =c

-- F monotone (A (x : R), ¢ * f x)

=c >> intros a b aleb,

--ab R,

-- aleb : a=sb

--F (A (x :R), c *fx)a=s (A (x:R), c*fx)b
=c >> apply mul le mul of nonneg left,
-- | wfasfb

- >> apply mf aleb,

-- | O =scC

-- >> apply nnc

-- no goals

-- 22 demostracion

example {c : R} (mf : monotone f) (nnc : 0 = c)
monotone (A x, ¢ * f x) :=
A a b aleb, mul le mul of nonneg left (mf aleb) nnc

» Composicion de funciones monétonas
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-- Ejercicio. Demostrar que la composicidn de dos funciones mondtonas es
-- monédtona.

import data.real.basic
variables (f g : R » R)

-- 12 demostracion

example

(mf : monotone f)

(mg : monotone g)

: monotone (A x, f (g x)) :=
begin

intros a b aleb,

apply mf,

apply mg,

apply aleb
end

-- Su desarrollo es

-- fg:R-R,

-- mf : monotone f,

-- mg : monotone g

-- + monotone (A (x : R), f (g x))
5o >> intros a b aleb,

--ab R,

--aleb : a=sb

--F (A (x:R), f(gx))a=s (A (x:R), f(gx))b
= >> apply mf,

--Fgas=sghb

-- >> apply mg,

--Fas=sb

-- >> apply aleb

-- no goals

-- 22 demostracion

example (mf : monotone f) (mg : monotone g)
monotone (A x, f (g x)) :=
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A a b aleb, mf (mg aleb)

m Funciones pares e impares

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la teoria de los numeros reales.
-- 2. Declarar f y g como variables sobre funciones de R en R.

import data.real.basic -- 1

variables (f g : R » R) -- 2

-- Ejercicio 2. Definir la funcidn
-- even (R - R) - Prop
-- tal que (even f) afirma que f es par.

-- Ejercicio 3. Definir la funcién
-- odd (R - R) - Prop
-- tal que (odd f) afirma que f es impar.

example
(ef : even T)
(eg : even g)
: even (A x, T x+ g x) :=
begin
intro x,
calc
(A x, T x+ g x) x

fx+9gx :orfl
f (-x) + g (-x) : by rw [ef, eqg]

end
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example
(of : odd f)
(og : odd g)
: even (A x, fx * g x) :=

begin
intro x,
calc
(A x, T x *gx) x
=f x * g x :rfl
= -f (-x) * -g (-x) : by rw [of, og]
=f (-x) *g (-x) : by rw neg mul neg
= ((A x, fx *gx) (-x)) : rfl
end

-- Ejercicio 6. Demostrar que el producto de una funcién par por una
-- Impar es impar.

example
(ef : even f)
(og : odd g)
:odd (A x, fx *gx) :=

begin
intro x,
calc
(A x, fx*gx)x
=f x *gx : rfl
.= TF (-x) * -g (-x) : by rw [ef, og]
.= -(f (-x) * g (-x)) : by rw neg mul eq mul neg
.= -((Ax, fx*gx) (-x)) : rfl
end

-- Ejercicio 7. Demostrar que si f es par y g es impar, entonces f o g
-- es par.

example
(ef : even f)
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(og : odd g)
: even (A x, T (g x)) :=
begin
intro x,
calc
(A x, f (g x)) x
= f (g x) :orfl
=f (-g (-x)) : by rw og
f (g (-x)) : by rw | ef
((Ax, f(gx)) (-x)) : rfl
end

variables {a : Type*} (s : set «a)

-- 12 demostracion

example : s ld s :=
by { intros x xs, exact xs }

-- 22 demostracion

example : s [d s :=
A X XS, XS

m Propiedad transitiva del subconjunto

-- Ejercicio. Demostrar la propiedad transitiva de la inclusidn de
-- conjuntos.

import tactic

variables {a : Type*} (r s t : set a)
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-- 12 demostracion

example : rids-sldt-ridt :=
begin

intros rs st x xr,

apply st,

apply rs,

exact xr
end

-- El desarrollo es

--a Type u 1,
--rst: seta
--Frcs-sct-rct
== >> intros rs st x xr,
--rs : rcs,

-- st : s ct,

-- X I aQ,

-- Xr : x €r

--F X ETt

-- >> apply st,

-- X €Es

-- >> apply rs,

-- X Er

-- >> exact xr

-- no goals

-- 22 demostracion

example : r E s - s E t > r E t =

A rs st x xr, st (rs xr)

m Cotas superiores de conjuntos

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Declarar a como un tipo sobre dérdenes parciales.
-- 2. Declarar s como una variable sobre conjuntos de elementos de tipo a

-- 3. Declarar a y b como variables sobre «a.


./src/Logica/Cotas_superiores_de_conjuntos.lean

126 Capitulo 3. Légica

variables {a : Type*} [partial order a] -- 1
variables (s : set a) -- 2
variables (a b : a) -- 3

-- Ejercicio 2. Definir la funcidn
-- set ub : set a - a » Prop
-- tal que (set ub s a) afirma que a es una cota superior de s.

-- Ejercicio 3. Demostrar que si a es una cota superior de s y a = b,
-- entonces b es una cota superior de s.

example
(h : set ub s a)
(h" : a=b)
set ub s b :=
begin
intros x xs,
calc
X a : (h x xs)
b : h'

A IA

end

m Funciones inyectivas

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la libreria de nimeros reales.
-- 2. Abrir el espacio de nombre de las funciones.

import data.real.basic -- 1

open function -- 2

-- Ejercicio 2. Demostrar que, para todo c la funcién
-- f(x) = x + ¢
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-- es Inyectiva

example

(c : R)

: injective (A x, x + ¢) :=
begin

intros xi1 x2 h',

change x1 + ¢ = x2 + c at h',

apply add right cancel h',
end

-- Su desarrollo es

--c: R

-- F injective (A (x : R), x + c)

- - >> intros xi1 xz h',

-- € x1 X2 : R,

--h'" : (A (x :R), x+c) xs1 = (A (x:R), x+c) xz
-- F X1 = X2

- - >> change x1 + ¢ = X2 + ¢ at h',

-- € x1 x2 : R,

--h'" : X1 +¢Cc=xz2+¢cC

-- F X1 = X2

=c >> apply add right cancel h'
-- no goals

-- 22 demostracion

example
(c : R)
: injective (A x, x + c) :=
begin
intros xi1 x2 h',
apply (add left inj c).mp,
exact h',
end

-- Su desarrollo es

-- ¢ : R

-- F injective (A (x : R), x + c)
- - >> intros xi1 xz h',

-- € X1 X2 ! R,
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--h" : (A (x :R), x+c) xi1 = (A (x:R), x+c) xz
-- F X1 = X2

=c >> apply (add left inj c).mp,

-- F X1+ C=Xxz2+C

oy >> exact h',

-- no goals

-- 32 demostracion

example
(c : R)
: injective (A x, x + ¢c) :=
A x1 x2 h', (add left inj c).mp h'

-- Ejercicio 3. Demostrar que, para todo c distinto de cero la funcién
-- f(x) =x * ¢
-- es inyectiva

example

{c : R}

(h : c=#0)

: injective (A x, ¢ * x) :=
begin

intros xi1 x2 h',

change ¢ * x1 = ¢ * x2 at h',

apply mul left cancel' h h',
end

-- Su desarrollo es

-- ¢ : R,

--h:c=20

-- F injective (A (x : R), ¢ * x)

oy >> intros x: xz h',

-- X1 X2 : R,

--h" : (A (x :R), ¢c *x) x1=(A(x:R), ¢c* Xx) xz2

-- F X1 = X2

-- >> change ¢ * x1 = ¢ * x2 at h',
--h' : c * x1 =c¢ * x2

-- F X1 = X2

-- >> agpply mul left cancel' h h',
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-- no goals

-- 22 demostracion

example
{c : R}
(h : c#0)
: injective (A x, ¢ * x) :=
begin
intros xi1 xz2 h',
apply mul left cancel' h,
exact h',
end

-- Su desarrollo es

-- ¢ ! R,

--h:c=#20

-- F injective (A (x : R), ¢ * Xx)
- - >> intros xi1 xz h',

-- X1 X2 : R,

--h" : (A (x :R), c *x) x1=(A(x:R),

-- F X1 = X2

-- >> apply mul left cancel' h,
-- FC * X1 =cC * X2

- - >> exact h',

-- no goals

-- 32 demostracion

example
{c : R}
(h : c=0)

: injective (A x, ¢ * x) :=
A x1 x2 h', mul left cancel' h h'

» Composicién de funciones inyectivas

-- Ejercicio. Demostrar que la composicién de funciones inyectivas es

-- Inyectiva.

cC * x) x:2
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import tactic
open function

variables {a : Type*} {B : Type*} {y :
variables {f : a - B} {g : B -~ v}

example
(injg : injective g)
(injf : injective T)
injective (A x, g (f x)) :=
begin
intros xi1 x2 h,
apply injf,
apply injg,
apply h,
end

-- Su desarrollo es

--a : Type u 1,
-- B : Type u 2,
--y : Type u 3,
-- f: a- B,
--g:B-vy,

-- 1njg : injective g,

-- Injf : injective f

-- F injective (A (x : a), g (f x))
e >> intros xi x:z h,

-- X1 X2 ! Q,

--h: (A (x:a), g (fx)) xi=(A(x:

-- F X1 = X2

=c >> apply injf,

-- F f x1 =fF x2

=a >> apply injg,

-- kg (f x1) =qg (f x2)
-- >> apply h,

-- no goals

Type*}

a), g (f x)) x:z

3.2. EIl cuantificador existencial

m Existencia de valor intermedio
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import data.real.basic

-- 12 demostracion

example : 3 x : R, 2 <X A X < 3 :=

begin
use 5 / 2,
norm_num
end

-- Su desarrollo es

--F3 (x :R), 2<xANXx<3
-- >> use 5 / 2,
--F2<5/2nN5/2<3

== >> norm_num

-- no goals

-- Comentarios:

-- 1. La tactica (use e) (ver https://bit.ly/3iK14Wk) sustituye la
-- variable del objetivo existencial por la expresién e.

-- 2. La tactica norm num (ver https://bit.1ly/3hoJMgQ) normaliza una
-- expresién numérica.

-- 22 demostracion

example : I x : R, 2 <X A X< 3 :=
begin
have h : 2 < (5 :R) /2nA(5:R)/2<3,
by norm_num,
exact (5 / 2, h),
end

-- Su desarrollo es

--F3 (x : R), 2<xANXx<3

5o > have h : 2 < (5 :R) /2 (5 :R)/ 2 <3,
- - >> by norm_num,

--h:2<5/2nN5/2<3
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--F3 (x :R), 2<xANXx<3
-- >> exact (5 / 2, h),
-- no goals

-- Comentario: La tdctica (exact (5 / 2, h)) sustituye la variable del
-- objetivo por 5/2 y prueba su cuerpo con h.

-- 32 demostracion

example : I x : R, 2 <X A X< 3 :=
(5 / 2, by norm_num)

m Definicidn de funciones acotadas

import data.real.basic

-- Ejercicio 1. Definir la funcidn
- fn_ub (R - R) - R - Prop
-- tal que (fn ub f a) afirma que a es una cota superior de f.

def fn ub (f : R - R) (a : R) : Prop :=V x, f x = a

-- Ejercicio 2. Definir la funcién
-- fn b (R > R) - R > Prop
-- tal que (fn_lb f a) afirma que a es una cota inferior de f.

-- Ejercicio 3. Definir la funcidn
- - fn_has ub (R - R) - Prop
-- tal que (fn ub f) afirma que f tiene cota superior.

-- Ejercicio 4. Definir la funcién
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-- fn _has b (R - R) - Prop
-- tal que (fn lb f) afirma que f tiene cota inferior.

def fn has 1b (f : R > R) :=3 a, fn_ 1lb f a

®m Suma de funciones acotadas

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria Definicion de funciones acotadas
-- 2. Declarar f y g como variables de funciones de R en R.
-- 3. Declarar a y b como variables sobre R.

import .Definicion de funciones acotadas -- 1
variables {f g : R » R} -- 2
variables {a b : R} -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que si a es una cota superior de f y b lo es
-- de g, entonces a + b lo es de f + g.

-- 12 demostracion

example
(hfa : fn_ub f a)
(hgb : fn_ub g b)
: fnub (A x, f x +gx) (a+b) :=
begin
intro x,
change f x + g x = a + b,
apply add le add,
apply hfa,
apply hgb
end

-- Su desarrollo es
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-- hfa : fn ub f a,

-- hgb : fn ub g b

--F fnub (A (x : R), fx+ g x) (a+b)
= >> intro X,

--x R

--F(A(x:R), fX+gx)xs=sa+b
= >> change f x + g x = a + b,
--FfXx+gx=sa+b

-- >> apply add le add,

-- | HFfx<a

- >> apply hfa,

-- | Fgx=sb

- >> apply hgb

-- no goals

theorem fn ub add

(hfa : fn_ub f a)

(hgb : fn ub g b)

: fnub (A x, f x + g x) (a + b)
A x, add le add (hfa x) (hgb x)

-- Ejercicio 3. Demostrar que la suma de dos funciones acotadas
-- superiormente también lo esta.

lemma aux

(ubf : fn _has ub f)

(ubg : fn_has ub g)

fn_has ub (A x, f x + g x) :=
begin

cases ubf with a ubfa,

cases ubg with b ubfb,

use a + b,

apply fn ub add ubfa ubfb,
end

-- Su desarrollo es

-- fg:R-R,

-- ubf : fn has ub f,

-- ubg : fn has ub g

-- F fn has ub (A (x : R), f x + g x)
- - >> cases ubf with a ubfa,

-- fg:R-R,
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-- ubg : fn has ub g,

--a : R,

-- ubfa : fn ub f a

-- F fn has ub (A (x : R), f x + g x)
oy >> cases ubg with b ubfb,

-- fg:R-R,
--a: R,

-- ubfa : fn ub f a,
-- b R,

-- ubfb : fn ub g b

-- F fn has ub (A (x : R), f x + g x)

-- >> use a + b,

--F fnub (A (x : R), X+ g x) (a+b)
=a >> apply fn ub add ubfa ubfb

-- no goals

®m Suma de funciones acotadas inferiormente

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria Definicion de funciones acotadas
-- 2. Declarar f y g como variables de funciones de R en R.
-- 3. Declarar a y b como variables sobre R.

import .Definicion de funciones acotadas -- 1
variables {f g : R » R} -- 2
variables {a b : R} -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que si a es una cota inferior de f y b lo es
-- de g, entonces a + b lo es de f + g.

-- 12 demostracion

lemma fn_1b add

(hfa : fn_1b f a)

(hgb : fn 1b g b)

: fn.lb (A x, f X+ g x) (a+Db) :=
begin

intro x,
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change a + b = f x + g X,
apply add le add,
apply hfa,
apply hgb
end

-- Su desarrollo es

--fg:R-R,

--ab R,

-- hfa : fn lb f a,

-- hgb : fn lb g b

--F fn lb (A (x : R), f X+ g x) (a+b)
== >> intro X,

--x R

--Fa+bs=s(A(x:R), FfXx+gx) x
- - >> change a + b = f x + g X,
--Fa+bs=sTFfx+g9gx

-- >> agpply add le add,

-- | Fas=sfx

- >> apply hfa,

-- | b =sgx

- >> apply hgb

-- no goals

-- 22 demostracion

example

(hfa : fn_1lb f a)

(hgb : fn 1b g b)

: fn.lb (A x, f x + g x) (a+b) :=
A x, add le add (hfa x) (hgb x)

-- Ejercicio 3. Demostrar que la suma de dos funciones acotadas
-- inferiormente también lo esta.

example

(Ibf : fn_has 1b f)

(lbg : fn has 1lb g)

: fn_has b (A x, f x + g x) :=
begin

cases lbf with a lbfa,
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cases lbg with b lbgb,

use a + b,

apply fn_1b add lbfa 1lbgb,
end

-- Su desarrollo es

-- fg:R-R,

-- lbf : fn has 1b f,

-- lbg : fn has 1b g

-- F fn has b (A (x : R), f X + g x)
-- >> cases lbf with a lbfa,

-- fg:R-R,
-- lbg : fn has 1b g,
--a: R,

-- lbfa : fn lb f a
-- F fn has b (A (x : R), f X + g x)
=c >> cases lbg with b lbgb,

-- fg:R-R,

--a : R,

-- lbfa : fn lb f a,
-- b R,

-- lbgb : fn lb g b

-- F fn has b (A (x : R), f x + g x)

- - >> use a + b,

--F fn lb (A (x : R), fx+gx) (a+Db)
-- >> agpply fn _lb_add lbfa lbgb

-- no goals

» Producto por funcién acotada superiormente

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria Definicion de funciones acotadas
-- 2. Declarar f como variable de funciones de R en R.

-- 3. Declarar a y ¢ como variables sobre R.

import .Definicion de funciones acotadas -- 1

variables {f : R - R} -- 2
variables {a c : R} -- 3
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-- Ejercicio 2. Demostrar que si a es una cota superior de f y ¢ no es
-- negativo, entonces c¢ * a es una cota superior de c * f.

lemma fn_ub mul
(hfa : fn_ub f a)
(h : c=0)
: fnub (A x, ¢ * f x) (c * a) :=
A x, mul le mul of nonneg left (hfa x) h

-- Ejercicio 3. Demostrar que si ¢ = 0 y f estd acotada superiormente,
-- entonces c * f también lo esta.

example

(ubf : fn _has ub f)

(h : c =0)

: fn_has ub (A x, ¢ * f x) :=
begin

cases ubf with a ubfa,

use ¢ * a,

apply fn _ub mul ubfa h,
end

-- Su desarrollo es

-- f: R - R,

-- ¢ R,

-- ubf : fn has ub f,
--h:c=20

-- + fn _has ub (A (x : R), ¢ * f x)

-- >> cases ubf with a ubfa,
--a ! R,

-- ubfa : fn ub f a

-- + fn has ub (A (x : R), ¢ * f x)

-- >> uyse ¢ * a,

-- Ffnub (A (x : R), ¢ * fx) (c * a)
=c >> apply fn_ub mul ubfa h

-- no goals

m Sumas de cotas superiores con rcases y rintros
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-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria Definicion de funciones acotadas
-- 2. Declarar f y g como variable de funciones de R en R.
-- 3. Declarar a y c¢c como variables sobre R.

import .Definicion de funciones acotadas -- 1
variables {f g : R » R} -- 2
variables {a b : R} -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que si a es una cota superior de f y b es una
-- cota superior de g, entonces a + b lo es de f + g.

theorem fn_ub add

(hfa : fn_ub f a)

(hgb : fn_ub g b)

: fnub (A x, f x+ g x) (a+Db) :=
A x, add le add (hfa x) (hgb x)

-- Ejercicio 3. Demostrar que si f y g estd acotadas superiormente,
-- entonces f + g también lo esta.

-- 12 demostracion

example

(ubf : fn _has ub f)

(ubg : fn_has ub g)

: fn_has ub (A x, f x + g x) :=
begin

rcases ubf with (a, ubfa),

rcases ubg with (b, ubfb),

exact (a + b, fn_ub _add ubfa ubfb),
end

-- Su desarrollo es

-- fg:R-R,
-- ubf : fn _has ub f,



140

Capitulo 3. Légica

-- ubg : fn _has ub g
-- F fn has ub (A (x : R), f x + g x)
oy >> rcases ubf with (a, ubfa),

-- fg:R-R,
-- ubg : fn has ub g,
--a: R,

-- ubfa : fn ub f a
-- F fn has ub (A (x : R), f X + g x)
-- >> rcases ubg with (b, ubfb),

-- fg:R-R,
--a: R,

-- ubfa : fn ub f a,
-- b R,

-- ubfb : fn ub g b

-- F fn has ub (A (x : R), f x + g x)

e >> exact (a + b, fn ub add ubfa ubfb)
-- no goals

-- 22 demostracion

example :

fn_has ub f -

fn_has ub g -

fn_has ub (A x, f x + g x) :=
begin

rintros (a, ubfa) (b, ubfb),

exact (a + b, fn_ub _add ubfa ubfb),
end

-- Su desarrollo es

--fg:R-R

-- + fn _has ub f - fn_has ub g - fn has ub (A (x :

- >> rintros (a, ubfa) (b, ubfb),

-- fg:R-R,

--a ! R,

-- ubfa : fn ub f a,
-- b : R,

-- ubfb : fn ub g b

-- F fn has ub (A (x : R), f X + g x)

-- >> exact (a + b, fn ub add ubfa ubfb)
-- no goals

-- 32 demostracion

R),

fx+ g x)
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example : fn _has ub f - fn has ub g -
fn_has ub (A x, f x + g x) :=
A (a, ubfa) (b, ubfb), (a + b, fn _ub add ubfa ubfb)

» Producto de suma_de cuadrados

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la libreria de tacticas.

-- 2. Declarar a como un tipo sobre los anillos conmutativos.
-- 3. Declarar x e y como variables sobre a.

import tactic -- 1
variables {a : Type*} [comm ring a] -- 2
variables {x y : o} -- 3

-- Ejercicio 2. Definir la funcidn

- - sum _of squares : a - Prop

-- tal que (sum of squares x) afima que x se puede escribir como la suma
-- de dos cuadrados.

-- Ejercicio 3. Demostrar que si x e y se pueden escribir como la suma
-- de dos cuadrados, entonces también se puede escribir x * y.

-- 12 demostracion

theorem sum of squares mul
(sosx : sum of squares x)
(sosy : sum_of squares y)
sum of squares (x * y) :=
begin
rcases sosx with (a, b, xeq),
rcases sosy with (c, d, yeq),
rw [xeq, yeql,


./src/Logica/Producto_de_suma_de_cuadrados.lean

142

Capitulo 3. Légica

use [a*c - b*d, a*d + b*c],
ring,
end

-- Su desarrollo es

--a : Type u 1,

-- inst 1 : comm_ring a,
-- Xy :!aQ,

-- sosx : sum _of squares X,
-- sosy : sum of squares y

-- + sum_of squares (x * y)
-- >> rcases sosx with (a,
--a : Type u 1,

-- _inst 1 : comm_ring a,
-- Xy :!a,
-- sosy : sum_of squares y,

--ab: a

--xeq : x=a"~2+b"2

-- F sum of squares (x * y)

- - >> rcases sosy with (c,
--a : Type u 1,

-- inst 1 : comm _ring a,
--xyab: a,

--xeq : Xx=a”~2+b " 2
--cd: aq,

--yeq : y=c”~2+d"2

-- F sum _of squares (x * y)
-- >> rw [xeq, yeq],

-- F sum of squares ((a ~ 2 +

b, xeq),

d, yeq),

b~2)* (¢c”~2+d"2))

- - >> yse [a*c - b*d, a*d + b*c],
-- F (@a”2 + b*2) * (c™2 +d2) =(a*c-b*d)?2+ (a*d+b* )2

== >> ring
-- no goals

-- 22 demostracion

example
(sosx : sum _of squares x)
(sosy : sum_of squares y)

sum of squares (x * y) :=
begin

rcases sosx with (a, b, rfl),
rcases sosy with (c, d, rfl),



3.2. El cuantificador existencial 143

use [a*c - b*d, a*d + b*c],
ring
end

-- Su desarrollo es

--a : Type u 1,

-- inst 1 : comm_ring a,

-- Xy :!aQ,

-- sosx : sum _of squares X,

-- sosy : sum of squares y

-- F sum _of squares (x * y)

== >> rcases sosx with (a, b, rfl),
--a : Type u 1,

-- _inst 1 : comm_ring a,

-- Xy :!a,
-- sosy : sum_of squares y,
--ab: a

--xeq : x=a"~2+b"2

-- F sum of squares (x * y)

-- >> rcases sosy with (c, d, rfl),
--a : Type u 1,

-- inst 1 : comm _ring a,

--xyab: a,

--xeq : Xx=a”~2+b " 2

--cd: a,

--yeq : y=c”~2+d"2

-- F sum _of squares (x * y)

- >> use [a*c - b*d, a*d + b*c],
-- F (8”2 + b"2) * (¢c?2 +d2) =(a*c-b*d)?2+ (a*xd+b*c)2
-- >> ring

-- no goals

Transitividad de la divisibilidad

-- 12 demostracion

import tactic
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variables {a b c : N}

example
(divab : a ||| b)
(divbc : b ||| c)
alll c:=
begin
cases divab with d beq,
cases divbc with e ceq,
rw [ceq, beql,
use (d * e),
ring,
end

-- Su desarrollo es

--abc:N,

-- divab : a | b,

-- divbc : b |

--Fa | c

- - >> cases divab with d beq,
--abc:N,

-- divbc : b | c,

--d N,

--beq : b=a*d

--Fa|c

-- >> cases divbc with e ceq,
--abcd:N,

-- beq : b=a *d,

--e N,

--ceq: c=b*e

--kFa|c

- - >> rw [ceq, beql],
--Fal|a*d*e

-- >> use (d * e),
--Fa*d*e=a* (d*e)
-- >> ring,

-- no goals

-- 22 demostracion

example
(divab : a ||| b)
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(divbc : b ||| ¢
alll c:=

begin
rcases divbc with (e, rfl),
rcases divab with (d, rfl),
use (d * e),
ring,

end

-- Su desarrollo es

--abc:N,
-- divab : a | b,
-- divbc : b | c
--Fa|c

- - >> rcases divbc with (e, rfl),
--ab N,

-- divab : a | b,

--Fa | b*e

-- >> rcases divab with (d, rfl),
--aed: N

a*d*e

-- >> use (d * e),
--Fa*d*e=a* (d*e)

-- >> ring,

-- no goals

:
-
o

= Suma divisible

-- Ejercicio 1. Demostrar que si a es un divisor de b y de c, tambien lo
-- es de b + c.

-- 12 demostracion

import tactic
variables {a b c : N}

example
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(divab : a ||| b)
(divac : a ||| c)
all] (b+c):=
begin
cases divab with d beq,
cases divac with e ceq,
rw [ceq, beq],
use (d + e),
ring,
end

-- Su desarrollo es

--abc:N
-- divab : a
-- divac : a
--Fa | b+c

-- >> cases divab with d begq,

--abc:N,
-- divac : a | c,
--d N,

-- beq : b=a*d
--kFa | b+c
- >> cases divac with e ceq,

--abcd:N,
--beqg : b=a *d,
-- e N,

--ceq : c=a*e

--Fa | b+c

-- >> rw [ceq, beq],
--Fa|a*d+a*e

-- >> yuyse (d + e),
--Fa*d+a*e=a* (d+e)
oy >> ring,

-- no goals

-- 22 demostracion

example
(divab : a ||| b)
(divac : a ||| ¢
alfl] (b+c):=

begin
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rcases divab with (d, rfl),
rcases divac with (e, rfl),
use (d + e),
ring,

end

-- Su desarrollo es

--abc:N,

-- divab : a | b,

-- divac : a | ¢

--Fa | b+c

-- >> rcases divab with (d, rfl),
--ac:N,

-- divac : a | c,

--d: N

--Fal|la*d+c

5o >> rcases divac with (e, rfl),
--Fa|a*d+a*e

oy >> yuyse (d + e),
--Fa*d+a*e=a* (d+e)

- >> ring

-- no goals

= Suma constante es suprayectiva

-- Ejercicio. Demostrar que para todo numero real c, la funcidn
-- f(x) x +c¢

-- es suprayectiva.

import data.real.basic

variable {c : R}

open function

-- 12 demostracion

example : surjective (A x, X + C) :=
begin
intro x,
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use x - C,
dsimp,
ring,

end

-- Su desarrollo es

--c:R

-- F surjective (A (x : R), x + c)

== >> intro X,

--+3 (a:R), (A(x:R), x+cCc)a=x
=c >> uyse x - C,

--F (A (x :R), x+cc) (x - c) =x

= >> dsimp,

-- kX -C+cC=x
-- >> ring,

-- no goals

-- 22 demostracion

example : surjective (A x, X + C) :=
begin

intro x,

use x - C,

change (x - ¢) + ¢ = X,

ring,
end

-- Su desarrollo es

--c:R

-- F surjective (A (x : R), x + c)

== >> intro X,

--F+3 (a:R), (A(x:R), x+cCc)a=x
=c >> uyse x - C,

--F (A (x :R), x+cc) (x - c) =x

-- >> change (x - c) + Cc = X,
--FX-C+cCc=x

-- >> ring,

-- no goals

= Producto por no nula es suprayectiva
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-- Ejercicio. Demostrar que si c es un numero real no nulo, entonces la
-- funcidn

- - f(x) =c¢c * x

-- es suprayectiva.

import data.real.basic
open function

example
{c : R}
(h : c=0)
surjective (A x, ¢ * x) :=
begin
intro x,
use (x / c),
change ¢ * (x / ¢c) = x,
rw mul comm,
apply div _mul cancel,
exact h,
end

-- Su prueba es

-- ¢ R,
--h:c=0
-- F surjective (A (x : R), ¢ * x)

== >> intro X,

--x R

i (a:R), (A(x:R), c *x)a=x
- - >> use (x / c),

(A (x : R), c *x) (x/ c)=x

- - >> change ¢ * (x / c) = X,
--FcCc* (x/c)=x

e >> rw mul_comm,

--FXxX/ Cc*c=x

-- >> apply div_mul cancel,

I
-

I
-

--kFc=z0
-- >> exact h,
-- no goals

= Propiedad de suprayectivas
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-- Ejercicio . Demostrar que si f es una funcidén suprayectiva de R en R,

-- entonces existe un x tal que (f x)"2 = 4.

import data.real.basic
open function

example

{f : R > R}

(h : surjective f)

3 x, (Fx)2=4:=

begin

cases h 2 with x hx,

use X,

rw hx,

norm_num,
end

-- La prueba es

--f:R-R,

-- h : surjective f

--F3 (x:R), Ffx"~2=/4
- - >> cases h 2 with x hx,
-- x ! R,

-- hx : fx=2

--F3 (x:R), Ffx"~2=14
-- >> use Xx,

-+ fXx"~2=4

- - >> rw hx,

-- 27" 2=4

=c >> norm_num,

-- no goals

m Composicidn de suprayectivas

-- Ejercicio . Demostrar que la composicién de funciones suprayectivas

-- es suprayectiva.
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import tactic

open function

variables {a : Type*} {B : Type*} {y :

variables {f : a - B} {g : B - v}

example
(surjg : surjective g)
(surjf : surjective f)

: surjective (A x, g (f x))

begin
intro x,
cases surjg x with y hy,
cases surjf y with z hz,
use z,
change g (f z) = x,
rw hz,
exact hy,
end

-- La prueba es

--a : Type u 1,
-- B : Type u 2,
--y : Type u 3,
-- f: a- B,
-- g B-y,

-- surjg : surjective g,

-- surjf : surjective f

-- F surjective (A (x : a),
= >> intro X,

-- Xy

--+3 (a: a), (A (x: a),
-- >> cases surjg x with
-y B

--hy : gy =x

--F+3 (a: a), (A (x: a),

== >> cases surjf y with
--z:a,

--hz : fz=y

--F3 (a: a), (A (x: a),
-- >> use z,

--F (A (x :a), g (fx)) z
-- >> change g (f z) = X,

Q

Q

Q

Q

(f x))

(f x))
hy,

(f x))
hz,

(f x))

Type*}



152 Capitulo 3. Légica

-- kg (fz)=x
- - >> rw hz,
--kFgy=x

- - >> exact hy
-- no goals

3.3. La negacion

m Asimétrica implica irreflexiva

-- Ejercicio. Demostrar que para tododos par de numero reales a y b, si
-- a < b entonces no se tiene que b < a.

import data.real.basic
variables a b : R

example

(h : a<b)

: = b<a:=
begin

intro h',

have : a < a,

from 1t trans h h',

apply 1t irrefl a this,

end

-- La prueba es

--ab R,

--h:a<b

--F-b < a

- - >> intro h',

--h" : b<a

-- + false

- - >> have : a < a,

== >> from Ut trans h h',
-- this : a < a

-- F false

-- >> apply Ut irrefl a this,
-- no goals
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= Funcién no acotada superiormente

-- Ejercicio. Demostrar que si f es una funcién de R en R tal que
-- para cada a, existe un x tal que f x > a, entonces f no tiene cota
-- superior.

import data.real.basic

def fn ub (f : R - R) (a : R) : Prop :=V x, f x = a
def fn has ub (f : R - R) := 3 a, fn ub f a

variable f : R - R

lemma no_has ub
(h : Ya, 4 x, fx>a)
: = fn_has ub f :=
begin
intros fnub,
cases fnub with a fnuba,
cases h a with x hx,
have : f x < a,
from fnuba x,
linarith,
end

-- Prueba

--f:R-R,

--h:V¥Y (a:R), 3 (x:R), fx>a
-- - =fn_has ub f

-- >> intros fnub,

-- fnub : fn _has ub f

--  false

oy >> cases fnub with a fnuba,
--a ! R,

-- fnuba : fn ub f a

--  false

- - >> cases h a with x hx,
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-- x ! R,
-- hx : f x> a
-- + false

- - >> have : f X < a,
e >> from fnuba x,
-- this : f x = a

-- F false
5o >> linarith,
-- no goals

m Funciéon no acotada inferiormente

-- Ejercicio. Demostrar que si f es una funcidén de R en R tal que
-- para cada a, existe un x tal que f x < a, entonces f no tiene cota
-- 1nferior.

import data.real.basic

def fn ub (f : R->R) (a : R) : Prop :=V x, fx = a
def fn b (f : R > R) (a : R) : Prop :=Y x, a =T x
def fn has ub (f : R - R) =3 a, fn_ ub f a
def fn has 1b (f : R > R) (=3 a, fn 1lb f a

variable f : R - R

example
(h : Va, 3x, fx<a)
: = fn_has 1b f :=
begin
intros fnlb,
cases fnlb with a fnlba,
cases h a with x hx,
have : a < f x,
from fnlba X,
linarith,
end

-- Prueba
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--h:V¥Y (a:R), 3 (x:R), fx<a
-- - —=fn _has b f

=c >> intros fnlb,

-- fnlb : fn has 1b f

--  false

- - >> cases fnlb with a fnlba,
--a: R,

-- fnlba : fn 1lb f a

--  false

- - >> cases h a with x hx,

-- x ! R,

-- hx : fx<a

--  false

oy >> have : a < f Xx,
oy >> from fnlba x,
-- this : a = f x

--  false
=c >> linarith,
-- no goals

» La identidad no estd acotada superiormente

-- Ejercicio. Demostrar que la funcidén identidad no estd acotada
-- superiormente.

import .Funcion no acotada superiormente

example : - fn _has ub (A x, x) :=
begin

apply no_has ub,

intro a,

use a + 1,

linarith,
end

-- Prueba

-- F =fn_has ub (A (x : R), x)
- >> apply no has ub,
--F+VY (a:R), 3 (x:R), x>a
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== >> intro a,
--a:R

--F3 (x : R), x>a
- - >> uyse a + 1,
--Fa+1>a

=c >> linarith,

-- no goals

m» Lemas sobre 6rdenes y negaciones

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones
-- 1. Importar la libreria de los reales.
-- 2. Declarar a y b como variables sobre los reales.

import data.real.basi

variables a b : R

C

- - @not le of gt R
- - @not 1t of ge R _
-- @lt of not ge R _
-- @le of not gt R

#check @not le of gt R
#check @not 1t of ge R
#check @lt of not ge R
#check @le of not gt R

-- Comentario: Colocando

== not le of gt :
-- not 1t of ge :
- - It of not ge :
-- le of not gt :

» Propiedades de funciones mondtonas

a
a

]

i

>

Q @ IV

o T T T

Q9 9 9
T T T T

el cursor
b--a
b--a
=b - a
>b - a

IN A AN

sobre check se obtiene
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-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones

-- 1. Importar la libreria de los reales.

-- 2. Declarar f como variable de las funciones de R en R.
-- 3. Declarar a y b como variables sobre los reales.

import data.real.basic -- 1
variables (f : R - R) -- 2
variables (a b : R) -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que si f es mondtona y f(a) < f(b), entonces
--a<b

example
(h : monotone f)
(h" : fa<fhb)
ta<b =

begin
apply 1t of not ge,
intro hab,
have : f a = f b,

from h hab,

linarith,

end

--ab : R,

-- h : monotone f,

--h" : fa<fhb
--Fa<b

- - >> apply lt of not ge,
--F-a=5>b

5o >> intro hab,

-- hab : a=0b

-- + false

- - >> have : fa=fb,
5o >> from h hab,

-- this : fa=7f»b

--  false
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- - >> linarith,
-- no goals

-- Ejercicio 3. Demostrar que si
-- asb»b

-- fb<fa

-- entonces f no es mondtona.

example
(h : a =b)
(h : fb<fa)
: = monotone f :=
begin
intro hl,
have : f a = f b,
from hl h,
linarith,
end

-- Prueba

--ab: R,
--h:a=shb,

--ht : fb<fa

-- F —monotone f

e >> intro hl,

-- hl : monotone f

--  false

Sy >> have : fa=<TfHD>b,
5o >> from hl h,

-- this : fas=sfbhb

-- + false
- - >> linarith,
-- no goals

m Condicién para no positivo

-- Ejercicio. Sea x un numero real

-- X = € Demostrar que x =< 0.

tal que para todo nudmero positivo g,
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import data.real.basic

-- 12 demostracion

example
(x : R)
(h : Ve>0, x=<¢g)
X =0 :=
begin
apply le of not gt,
intro hx0,
specialize h (x/2),
have hl : x = x / 2,
{ apply h,
apply half pos hx0},
have : x / 2 < x,
{ apply half 1t self hx0 },
linarith,
end

'R
: V(e :R), €>0-x < ¢
<

(o)

== >> apply le of not gt,
-- F x>0

=c >> intro hxo0,

-- hx0 : x >0

--  false

-- >> specialize h (x/2),
--h:x/2>0-x=x/2
--  false

= >> have hl : x
- - >> { apply h,
--FXx/ 2>0

-- >> apply half pos hx0},
--hl : x=x/ 2

--  false

-- >> have ! x / 2 < X,

A

I\

X / 2,
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-- >> { apply half 1t self hx0 },
-- this : x / 2 < X

-- + false
- - >> linarith,
-- no goals

-- 22 demostracion

example
(x : R)
(h : Ve>0, x=¢g)
: X =0 :=
begin
contrapose! h,
use x / 2,
split; linarith,
end

-- Prueba

X :
--h:V(¢:R), €>0->x=sc¢
FXx =<0

- >> contrapose! h,
--h:0<x

--F3 (g :R), €>0 N € <x

- - >>Usex/21

-k Xx/2>0AXx/2<X

.- >> split; linarith

-- no goals

» Negacién de cuantificadores

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Inportar la libreria de tacticas.

-- 2. Declarar a como una variable de tipos.

-- 3. Declarar P una variable sobre las propiedades de a.

import tactic -- 1
variables {a : Type*} -- 2
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variables (P : a - Prop) -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que si
== -31x, Px

-- entonces

== VXx, ~Px

-- 12 demostracion

example
(h : =3 x, P x)
V¥V x, =P x :=
begin
intros x hl,
apply h,
existsi X,
exact hl,
end

-- Prueba

h: -3 (x:a), Px
FY (x: a), Px
>> intros x hl,
X ! a,
hl : P x
 false
>> apply h,
F3 (x: a), Px
>> existsi x,
F P x
>> exact hl,
no goals
=/

-- Comentario: La tdctica (existsi e) (ver https://bit.ly/3j21TtU) es la
-- regla de introduccién del existencial; es decir, sustituye en el
-- cuerpo del objetivo existencial su variable por e
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example
(h : =3 x, Px)
¥V x, - P x :=
not exists.mp h

-- 32 demostracion

example
(h : =3 x, Px)
V¥V x, - P x :=
by finish

-- 42 demostracion

example
(h : =3 x, P x)
VX, =P x :=
by clarify

-- 42 demostracion

example
(h : =3 x, Px)
: Vx, - P x :=
by safe

-- Ejercicio 3. Demostrar que si

== VXx, ~Px
-- entonces
== -31x, Px

example
(h : ¥V x, =P x)
: - 3dx, Px :=
begin
intro hl,

cases hl with x hx,

specialize h x,
apply h hx,



3.3. La negacién 163

end

-- Prueba

a : Type u 1,
P : a - Prop,
h:V (x:a), P x
F -3 (x : a), Px
>> intro hi,
hl : 3 (x : a), P x
I false
>> cases hl with x hx,
X ! a,
hx : P x
- false
>> specialize h x,
h : =P x
I false
>> apply h hx,
no goals
=/
-- Comentario: La tdctica (specialize h e) (ver https://bit.1ly/328xYKy)
-- aplica la rela de eliminacidn del cuantificador universal a la

-- hipdtesis h cambiando su variable por e.

-- 22 demostracion

example
(h : Vx, =P x)
=34 x, Px :=
not exists of forall not h

-- 22 demostracion

example
(h : ¥V x, =P x)
: =34 x, Px :=
by finish
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-- Ejercicio 4. Habilitar el uso de las reglas de la ldégica clasica.

-- Ejercicio 5. Demostrar que si

== - VX, Px
-- entonces
- - ix, ~PXx

-- 12 demostracion

example

(h : =V x, P x)

1 x, ~Px :=

begin

by contradiction h',

apply h,

intro x,

by contradiction h'',

exact h' (x, h''),
end

-- Prueba

a : Type u 1,
P : a - Prop,
h: =Y (x: a), Px
3 (x: a), P x
>> by contradiction h',
h' : -3 (x : a), =P x
 false
>> apply h,
FY (x: a), Px
>> intro x,

X I«
F P x

>> by contradiction h'',
h'' : =P x

 false
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>> exact h' (x, h''),
no goals
=/

-- Comentarios:

-- 1. La tdctica (by contradiction h) es la regla de reduccién al

-- absurdo; es decir, si el objetivo es p afade la hipdtesis (h : p) y
-- reduce el objetico a false (ver https://bit.ly/2Ckmadb) .

-- 2. La tdctica (exact hl (x, h2)) es la regla de inntroduccidn del

-- cuantificador existencial; es decir, si el objetivo es de la forma
-- (Ay, P y) demuestra (P x) con h2 y unifica hl con (3x, P x).

-- (ver https://bit.ly/3031LE4).

-- 22 demostracion

example
(h : =V x, Px)
1 x, =P x :=
not forall.mp h

-- 22 demostracion

example
(h : =V x, Px)
ix, =P x :=
by finish

-- Ejercicio 6. Demostrar que si
== ix, - Px

-- entonces

== -VXx, Px

-- 12 demostracion

example
(h : 94 x, = P x)
=V x, Px:=
begin
intro hl,
cases h with x hx,
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apply hx,
exact (hl x),
end

-- Prueba

a : Type u 1,

P : a - Prop,

h:3 (x: a), P x

F Y (x @ a), P x
>> intro hl,

hl :V (x : a), P x

- false

>> cases h with x hx,

X ! a,
hx : =P x
- false

>> apply hx,
F P x

>> exact (hl x)
no goals
=/

-- Comentarios:

-- 1. La tactica (intro h), cuando el objetivo es una negacidén, es la
- - regla de introduccidén de la negacién; es decir, si el objetivo es

-- =P entonces ahade la hipdtesis (h :

- - false.

P) y cambia el objetivo a

-- 2. La tactica (cases h with x hx), cuando la hipdtesis es un
-- existencial, es la regla de eliminacidén del existencial; es decir,

-- si hes (3 (y :

-- 22 demostracion

example
(h : 3 x, =P x)
=2V x, Px :=
not forall.mpr h

-- 32 demostracion

a), P y) afade las hipdtesis (x :

a) y (hx : P x).
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example
(h : 3 x, =P x)
=2V x, Px :=
by finish

= Doble negacién

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la libreria de tacticas.
-- 2. Habilitar la ldégica clédsica.

-- 3. Declarar Q como una variable proposicional.

import tactic -- 1
open_locale classical -- 2
variable (Q : Prop) -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que si

- - —|—|0
-- entonces
-0

-- 12 demostracion

example
(h : = =0Q)
1 Q =
begin
by contradiction hl,
exact (h hl),

end

-- Prueba
/_

Q : Prop,
h : =-=Q
FQ

>> by contradiction hl,
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hl : -Q
- false
>> exact (h hl),
no goals
=/

-- 22 demostracion

example
(h : =-=-0Q)
:Q :=
not not.mp h

-- 22 demostracion

example
(h: ==0Q)
Q=

by taut

-- Comentario: La tactica tauto demuestra las tautologis
-- proposionales.

-- Ejercicio 3. Demostrar que si
-0

-- entonces

- - —1—|0

-- 12 demostracion

example
(h : Q)
: 02 Q=
begin
intro hl,
exact (hl h),
end

-- Prueba
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/-
Q : Prop,
h:Q
F -0
>> intro hl,
hl : -Q
 false
>> exact (hl h)
no goals
=/

-- 22 demostracion

example

(h Q)

: - = Q=
not not.mpr h

-- 32 demostracion

example
(h : Q)
: -0 Q =
by tauto

» CN no acotada superiormente

-- Ejercicio. Sea f una funcidén de R en R. Demostrar que si f no tiene
-- cota superior, entonces para cada a existe un x tal que f(x) > a.

import data.real.basic

def fn ub (f : R - R) (a : R) : Prop :

def fn has ub (f : R - R) := 3 a, fn ub f

open_locale classical

variable (f : R - R)
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-- 12 demostracion

example
(h : = fn_has ub f)
:Va, 3dx, fx>a:=
begin
intro a,
by contradiction hl,
apply h,
use a,
intro x,
apply le of not gt,
intro h2,
apply hl,
use X,
exact h2,
end

-- Prueba

f:R-R,
h : =fn_has ub f
FVY(a:R), 3 (x:R), fx>a
>> intro a,
a:R
F3 (x:R), fx>a
>> by contradiction hl,
hl : -3 (x : R), f x> a
- false
>> apply h,
F fn has ub f
>> use a,
F fn ub f a
>> intro x,
x R
Ffx=a
>> apply le of not gt,
F-fx >a
>> intro h2,
h2 : f x> a
- false
>> apply hi,
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3 (x:R), fx>a
>> use X,
Ffx>a
>> exact h2,
no goals
=/

-- 22 demostracién
example
(h : = fn_has ub f)
Va, dx, fx>a:=
begin
contrapose! h,
exact h,
end

-- Prueba

f:R-R,

h : =fn_has ub f

FY (a:R), 3 (x:R), fx>a
>> contrapose! h,

h:3 (a:R), V(x:R), fx=a

F fn _has ub f
>> exact h,

no goals

-- Comentario: La tdctica (contrapose! h) aplica el contrapositivo entre
-- la hipétesis h y el objetivo; es decir, si (h : P) y el objetivo es Q
-- entonces cambia la hipdétesis a (h : -Q) el objetivo a —P aplicando

-- simplificaciones en ambos.

m CNS de acotada superiormente (uso de push_neg y simp only)

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria Definicion de funciones acotadas
-- 2. Habilitar la ldégica clasica.

-- 3. Declarar f como una variable de R en R.
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import .Definicion de funciones acotadas -- I
open locale classical -- 2
variable (f : R - R) -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que si
- - -VYa, dx, fx>a
-- entonces f esta acotada superiormente.

example
(h : =Va, 3x, fx>a)
fn_has ub f :=
begin
push neg at h,
exact h,
end

-- Prueba

h:=¥Y(a:R), 3 (x:R), fx>a
F fn_has ub f

>> push neg at h,
h:3(a:R), V(x:R), fx
F fn_has ub f

>> exact h,
no goals
=/

IA

a

-- Comentario. La tdctica (push neg at h) interioriza las negaciones de
-- la hipétesis h.

-- Ejercicio 3. Demostrar que si f no tiene cota superior, entonces para
-- cada a existe un x tal que f(x) > a.

example
(h : = fn_has ub f)
:Va, 3dx, fx>a:=
begin
simp only [fn has ub, fn ub] at h,



3.3. La negacién 173

push neg at h,
exact h,
end

-- Prueba

f:R-R,
h : —=fn_has ub f
FY (a:R), 3 (x:R), fTx>a

>> simp only [fn _has ub, fn ub] at h,
h:-3(a:R), YV (x:R), fx=<a
FY (a:R), 3 (x:R), fx>a

>> push neg at h,
h:V(a:R), 3 (x:R), a<Tfx
FY (a:R), 3 (x:R), fx>a

>> exact h,

no goals

=/

-- Comentario: La tactica (simp only [hi, ..., hn] at h) simplifica la
-- hipétesis h usando sélo los lemas hi, ..., hn. (Ver

-~ https://bit.ly/38060EV)

m CN de no mondtona

-- Ejercicio. Demostrar que si f no es monétona, entoces existen x, y
-- tales que x sy y f(y) < f(x).

import .Definicion de funciones acotadas
open_locale classical
variable (f : R - R)

example
(h : = monotone f)
:dxy, x=syAaAfy<fx:=
begin
simp only [monotone] at h,
push neg at h,
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exact h,
end

-- Prueba

f:R-R,

h : -monotone f

F3d(xy :R), xsynanTfy<TfFx
>> simp only [monotone] at h,

h:-=VY0ab:R]J a=sb-fas=sfhbh

F3d (xy :R), xsynNTFfTy<TfTFx
>> push neg at h,

h:30ab:ROQO, asbnanTfb<Tfa

Fa3(xy :R), x=ynTFfy<TfFx
>> exact h,

no goals

=/

= Principio de explosion

-- Ejercicio. Demostrar que si 0 < 0, entonces a > 37 para cualquier
-- nuamero a.

variable a : N

-- 12 demostracion

example

(h : 0 <0)

:a> 37 :=
begin

exfalso,

apply Ut irrefl 0 h,
end

-- Prueba
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a : N,
h:0<20
Fa> 37
>> exfalso,
a : N,
h:0<20
I false
>> apply Ut irrefl O h,
no goals
=/

-- Comentario: La tdctica exfalso sustituye el objetivo por false.

-- 22 demostracion

example
(h : 0 <0)
:a > 37 :=

absurd h (1t _irrefl 0)

-- 32 demostracion

example
(h : 0 <0)
:a > 37 :=
begin

have h' : = 0 < 0,
from 1t irrefl 0,
contradiction,
end

-- Prueba

a: N,
h:0<20
Fa>37
>> have h' : - 0 <0,
>> from Ut irrefl 0,
h' : =0 <0
Fa>37
>> contradiction,
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no goals
=/

-- Comentario: La tdctica contradiction busca dos hipdtesis
-- contradictorias.

3.4. Conjuncion y bicondicional

» Introduccién de la conjunciéon

-- Ejercicio. Sean x e y dos numeros tales que
-- X =y

-- -y =X

-- entonces

- - XY NANX#ZY

import data.real.basic
variables {x y : R}

-- 12 demostracion

example
(he:X
(hy : =
P X =Y

begin
split,
{ assumption },
intro h,
apply ha,
rw h,

end

y)
< X)
X #Yy =

> < A

-- Prueba
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hi @ =y = X

FX<YyANX#Y
>> split,

| FXx =y

| >> { assumption },

| Fx zy

| >> intro h,

| h : x =y

| - false

|  >> apply hi,

| Fy =x

| >> rw h.

no goals

=/

-- Comentario: La tdctica split, cuando el objetivo es una conjuncién

-- (P A Q), aplica la regla de introduccién de la conjuncidén; es decir,

-- sustituye el objetivo por dos nuevos subobjetivos (P y Q).

-- 22 demostracion

example

(ho : x =)

(h:1 @ =y = x)

X =Y ANXAZY =
(he, A h, hi (by rw h))

-- Comentario: La notacidén (hO, hl), cuando el objetivo es una conjuncidén
-- (P A Q), aplica la regla de introduccién de la conjuncién donde hO es

-- una prueba de P y hl de Q.

-- 32 demostracion

example

(ho : x =)

(hi : =y = x)

X S Y ANX#EY =
begin

have h : x # vy,
{ contrapose! hi,
rw hi },
exact (he, h),
end
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-- Prueba
/_

xy R,

he : x =y,
hi @ =y = X

FX<sYyANXZ#ZY
>> have h : x # y,
>> { contrapose! hi,

hs : x =y

Fysx
>> rw hi },

h:x=#zy

FX<sYyANXZ#ZY
>> exact (he, h),

no goals

=/

» Eliminacién de la conjuncién

-- Ejercicio. Demostrar que en los reales, si

-- XY ANXZY

-- entonces

- = —|ysX

import data.real.basic

variables {x y : R}

-- 12 demostracion

example
(h : x =y AXx=ZYy)
Dty =X =
begin
cases h with he hi,
contrapose! hi,
exact le antisymm he hi,
end
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-- Prueba

F oy = X
>> cases h with he hi,
he : X =y,
h:s : x z2y
F oy = X
>> contrapose! hi,
hoe : X =y,
h: : y =x
FXx =y
>> exact le antisymm he hi,
no goals
=/

-- Comentario: La tactica (cases h with he hi,) si la hipdtesis h es una
-- conjuncién (P A Q), aplica la regla de eliminacidén de la conjuncidn;
-- es decir, sustituy h por las hipdtesis (he : P) y (h: : Q).

-- 22 demostracion

example : X = Yy A X #ZY » 0y = X :=
begin

rintros (he, h1) h',

exact h: (le antisymm ho h'),

end

-- Prueba
/_

xy R

FXsyANAX#zy->-ysXx
>> rintros (he, hi) h',

h' : y = x,
he : x =y,
h:s : x z2y

F false
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>> exact hi (le antisymm he h'),
no goals
-/

-- Comentario: La tdctica (rintros (he, hi) h')

-- + si el objetivo es de la forma (P A Q - (R - S)) afhade las hipdtesis
-- (he : P), (hz : Q), (h' : R) y sustituye el objetivo por S.

-- + si el objetivo es de la forma (P A Q - -R) afhade las hipdtesis

-- (he : P), (hx : Q), (h' : R) y sustituye el objetivo por false.

-- 32 demostracion

example : X s Yy A X #Y > -~y < X =
A (he, h1) h', hi (le antisymm he h')

-- 42 demostracion

example
(h : x =y AX=#Yy)
Doy =X =
begin
intro h',
apply h.right,
exact le antisymm h.left h',
end

-- Prueba

h: XsyAnxz#zYy
F oy < X

>> intro h',
h' @y =sx
 false

>> apply h.right,
h' 'y =sx
FXx =y

>> exact le antisymm h.left h',
no goals
=/
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-- Comentario: Si h es una conjuncién (P A Q), entonces h.left es P y
-- h.right es Q.

-- 52 demostracion

example {x y : R} (h : XxX=syAX=#ZzYy) : -~y =X :=
A h', h.right (le antisymm h.left h')

» Uso de conjuncién

-- Ejercicio. Sean m y n numeros naturales. Demostrar que si
- - m | nAm#n

-- entonces

-- m| nA-n|m

import data.nat.gcd
open nat
variables {m n : N}

-- 12 demostracion

example
(h :m []n Am#n)

cases h with he h1,
split,
exact ho,
contrapose! hi,
apply dvd antisymm he h1,

end
-- Prueba
/-
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Em | nA-n | m
>> cases h with he hi,
he = m | n,
h: : m=#n
Em | nA-n | m
>> split,
| =m | n
[ >> exact ho,
F-n | om
>> contrapose! hi,
h: @ n | m
Fm=n
>> apply dvd antisymm he hi,
no goals
=/

-- 22 demostracion

example
(h :m []n Am#n)

cm[fna-nl|m:=

begin
rcases h with (he, hi1),
split,
exact hoe,

contrapose! hi,
apply dvd antisymm he h1,

end

-- Prueba
/_

mn : N,

h:m | nnanm#n
Em | nA-n | m
>> rcases h with (he, hzi),
he : m | n,
h: : m#n
Fm | nA-=-n|m
>> split,
| =m | n
| >> exact ho,
F=-n | m
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>> contrapose! hi,
h: @ n | m
Fm=n
>> apply dvd antisymm hoe hi,
no goals
=/

m Existenciales y conjunciones anidadas

import data.real.basic
import data.nat.gcd

-- 12 demostracién
example : I x : R, 2 <x A X< 4 :=
(5/2, by norm_num, by norm_num)

-- 22 demostracidn
example : I x : R, 2 <X A X< 4 :=
begin
use 5 / 2,
split; norm_num
end

-- 29 ejemplo

-- 12 demostracién
example (x y : R) : (3 z : R, X<zZAz<Yy)->X<Yy:=
begin
rintros (z, xltz, zlty),
exact 1t trans xltz zlty
end

-- 22 demostracion
example (x y : R) : (3 z : R, X< zZAzZ<Yy)->X<Y.:
A (z, xltz, zlty), lt_trans xltz zlty

-- 32 ejemplo

open nat
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example : i mn : N,

4 <mAmM<nAN<I10 A prime m A prime n :=
begin

use [5, 71,

norm_num
end

-- 49 ejemplo

example {x y : R} : X =y AX#ZYy>X<=sYAN-Yy=X:=
begin

rintros (he, hi),

use [ho, A h', hi (le_antisymm he h')]
end
-- 22 demostracién
example {x y : R} : X =y AX#ZYy>X<=sYyYAN-Yy =X :=
begin

rintros (he, h1),

split,

exact hoe,

contrapose ! hi,
apply le antisymm he h:
end

® Suma nula de dos cuadrados

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la teoria de los numeros reales.
-- 2. Declarar x e y como variables sobre los reales.

import data.real.basic -- 1
variables {x y : R} -- 2

-- Ejercicio 2. Demostrar que si
-- X2 + y"2 = 0)

-- entonces

-- x =0


./src/Logica/Suma_nula_de_dos_cuadrados.lean

3.4. Conjuncién y bicondicional 185

lemma aux
(h : X2 + y2 = 0)
: x =0 :=

begin

have h' : XIZ =0,
{ apply le antisymm,
show x ]2 < 0,
calc

x 2

I\

X2 + y"2 : by simp [le_add of nonneg right,
pow two nonneg]
.. =0 : by exact h,
apply pow two nonneg },
exact pow eq zero h',

end
-- Prueba
/_
Xy R,
h:x"~2+y”~2=0
Fx =0
>> have h' : x*2 = 0,
| Fx ~2=0
| >> { apply le antisymm,
| | Fx~2=<0
| >> show x ~ 2 < 0,
| >> calc
| >> X~ 2=sx"2+ y"2 : by simp [le add of nonneg right,
| >> pow_two nonneg]
| >> ... =0 : by exact h,
| O =x " 2
>> apply pow two nonneg },
h' : x~2=20
Fx =0
>> exact pow _eq zero h',
no goals
-/

-- Comentario: Los lemas usados son:

-- + le add of nonneg right : @ =y » x = X + y
+ le antisymm : X =
-- +poweqzero: ¥V {n: N}y, x"n=0->x=20
+ pow _two nonneg x : 0 = x ™~ 2
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-- Ejercicio 3. Demostrar que
-- X2 +y*2=0ex=0ANy=0

example : X2 +yR =0 x=0Ary =0 :=
begin
split,
intro h,
split,
apply (aux h),
rw add comm at h,
apply (aux h),
intro hl,
cases hl with h2 h3,
rw [h2, h3],
ring,
end

-- Prueba

Xy R

FX "2 +y~"2=0ex=0ANy=20
>> split,

| Fx~2+y "~ 2

| >> intro h,

| h : x"~2+y ~2=0

| Fx=0nAny =0

| >> split,

| | Fx =20

| > apply (aux h),

| h:y~"2+x7~2=0

I

|

I

|_

Il
(o]
l
X
Il
(o]
>
<
Il
(o]

Fy =20
>> rw add _comm at h,
>> apply (aux h),
X=0ANy=0-x""2+y"~2=0
>> intro hl,
hl : x=0nAy =20
FXx 2 +y~2=0
>> cases hl with h2 h3,
h2 : x =0,
h3 : y =20
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FXx~"2+y"~2=0
>> rw [h2, h3],
FO~2+0"2=0

>> ring,
no goals
=/

-- Comentario: La tactica split, si el objetivo es un bicondicional
-- (P o Q), aplica la introduccién del bicondicional; es decir, lo
-- sustituye por dos nuevos objetivos: P - Q y Q - P.

m Acotacién del valor absoluto

-- Ejercicio. Demostrar eue si
- - |[x + 3] <5

-- entonces

-- -8 < x <2

import data.real.basic

-- 12 demostracion

example

(xy :R)

:abs (X +3) <5- -8<XxAX<2:=
begin

rw abs 1t,

intro h,

split,

linarith,

linarith,
end

-- Prueba

xy R
Fabs (x + 3) <5 -5 -8<xANX<2

>> rw abs _lt,
F-5<x+3AX+3<5->--8<xAMNx<2
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>> intro h,
h:-5<x+3Ax+3<5
F -8 <X ANXx<2

>> split,
| -8 < x

>> linarith,

F x <2

>> linarith,
no goals
=/

-- Comentario: El lema usado es
-- + abs lt: abs a<b e -b<anac<b

-- 22 demostracion

example

(xy : R)

:abs (x + 3) <55 -8<XxANX<2:=
begin

rw abs 1t,

intro h,

split; linarith,
end

-- Comentario: La composicidén (split; linarith) aplica split y a
-- continuacidén le aplica linarith a cada subojetivo.

m Divisor del mcd

import data.real.basic
import data.nat.gcd

open nat

-- 12 demostracion

example : 3 [|| ged 6 15 :=


./src/Logica/Divisor_del_mcd.lean
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begin
rw dvd gcd iff,
split; norm_num,
end

-- Prueba

3 | 6.g9cd 15
rw dvd gcd iff,
F3 | 6 A3 15
split; norm num,
no goals
=/

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- + dvd gcd iff: k | gcdmn e k | mAnKk | b

-- 22 demostracion

example : 3 [|] gcd 6 15 :

dvd refl 3

-- 32 demostracion

example : 3 [|] gcd 6 15 :

by norm_num

-- 42 demostracion

example : 3 [|] gcd 6 15 :

by finish

-- 52 demostracion

example : 3 [|] gcd 6 15 :

by tauto

-- 62 demostracion
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example : 3 m gcd 6 15 :
dec_trivial

-- 72 demostracion

example : 3 [|] gcd 6 15 :
by refl

m Funciones no mondtonas

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la teoria de los numeros reales.
-- 2. Declarar f como una variable sobre las funciones de R en R.

import data.real.basic -- 1
variable {f : R - R} 2

-- Ejercicio 2. Demostrar que f es no monétona syss existen x e y tales
-- que x sy y f(x) > f(y).

-- 12 demostracion

example :

= monotone f « I xy, x=y A fx>fFfy:=
begin

rw [monotone],

push neg,
end

-- Prueba

f:R-R
F —monotone f « 31 (xy : R), x =y ANTf Xx>fFy
>> rw [monotone],
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F(-V0Oab:RlQ asb-fasfb)ed(xy:R), x=ynfx>f~Fy
>> push neg,

no goals

=/

-- Comentario: Se ha usado la definicidn
-- + monotone: Y [Jab :RJ] asb-fFfa=sfTh>hbh

-- 22 demostracion

lemma not monotone iff :
= monotone f « 3 xy, x=y A fx>fFfy:=
by { rw [monotone], push neg }

example : - monotone (A x : R, -x) :=
begin

apply not monotone iff.mpr,

use [2, 3],

norm_num,
end

-- Prueba

 -monotone (A (x : R), -x)
>> apply not _monotone iff.mpr,
F3d (xy :R), xsyAN-x>-y
>> use [2, 3],
F2=3A-2>-3
>> norm_num,
no goals
=/

m Caracterizacidn de menor en 6rdenes parciales

-- Ejercicio. Demostrar que en un orden parcial
- a<beasbnAna#b
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import tactic

variables {a : Type*} [partial order a]
variables a b : «

example : a<beoeasbanazb:=
begin
rw Lt iff le not le,
split,
rintros (hl, h2),
split,
exact hl,
contrapose ! h2,
rw h2,
rintros (h3, h4),
split,
exact h3,
contrapose ! h4,
apply le antisymm h3 h4,
end

-- Prueba

/-a : Type u 1,
_inst 1 : partial order a,
ab:a
Fa<beasbnana=#b
>> rw Ut iff le not le,
FasbAN-b=aeasbAa#b
>> split,
FasbAN-b=sa-asbAa#b
>> rintros (hl, h2),
hl : a = b,
h2 : -b = a
>> split,
Aa#b
b
>> exact hl,

o

Q IA
IA

>> contrapose ! h2,
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| >> rw h2,
a : Type u 1,
_inst 1 : partial order a,
ab:a
Fasbharnaz#zb-asbna-b=sa
>> rintros (h3, h4),
h3 : a =< b,
h4 : a#b
FasbAN-bz=sa
>> split,

| >> exact h3,
>> contrapose ! h4,

Fa=»>

>> apply le antisymm h3 h4,
no goals
=/

-- Comentario: Los lemas usados son
-- + lt iff le not le : a<beas=sbA-b=<a
-- + le antisymm : a =b -b=a-a=»>

» [rreflexiva y transitiva de menor en predrdenes

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la libreria de tdcticas.
-- 2. Declarar a como una variables sobre predérdenes.

-- 3. Declarar a, b y ¢ como variables sobre elementos de «a.

import tactic -- 1
variables {a : Type*} [preorder a] -- 2
variables a b c : « -- 3

-- 12 demostracion



./src/Logica/Irreflexiva_y_transitiva_de_menor_en_preordenes.lean

194

Capitulo 3. Légica

example : - a < a :=

begin
rw Lt iff le not le,
rintros (hl, h2),
apply h2 hl,

end

-- Prueba

a : Type u 1,
_inst_1 : preorder a,
a:a
F-a<a
>> rw Lt iff le not le,
F-(a<aA-as<a)
>> rintros (hl, h2),
hl : a =< a,
h2 : -a < a
- false
>> apply h2 hi,
no goals
=

-- Comentarios:

-- + La tdctica (rintros (hl, h2)), si el objetivo es de la forma -(P A Q),

-- afhade las hipétesis (hl : P) y (h2 :

-- + Se ha usado el lema

-- It iff le not le : a<beas=s>bnA-b=sa

-- 22 demostracion

example : - a < a :=
irrefl a

-- 12 demostracion

example : a<b-b<c-a<c:=

Q) y cambia el objetivo a false.
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begin
simp only [lt iff le not le],
rintros (hl, h2) (h3, h4),
split,

apply le trans hl h3,

contrapose ! h4,
apply le trans h4 hl,

end

-- Prueba

a : Type u 1,
_inst 1 : preorder a,
abc: a
Fa<b-b<c-a<c
>> simp only [lt iff le not le]j,
Fas<sbAn-b=sa-b=schAhNh-csb-asch-cz=<a
>> rintros (hl, h2) (h3, h4),
hl : a < b,
h2 : -b = a,
h3 : b = c,
h4 : =c = b
FaschAN-Cc=<a
>> split,
| Fa=sc
>> apply le trans hl h3,
F-C < a
>> contrapose ! h4,
h4 : c = a
Fc=b
>> apply le trans h4 hl,
no goals
=/
-- Comentario: Se ha aplicado los lemas
-- + lt iff le not le : a<beas>bAN-b=sa

--+letrans : asb-b=s=c-as=sc

-- 22 demostracion

example : a<b-b<c-a<c:=
1t.trans
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3.5. Disyuncion

» Introduccién de la disyuncién (Tacticas left / right y lemas or.inl y or.inr)

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la libreria de los numeros naturales.
-- 2. Declarar x e y como variables sobre los reales.

import data.real.basic -- 1
variables {x y : R} -- 2

-- Ejercicio 2. Demostrar que si
e y > x"2)

-- entonces

- - y>0vy~<-1

-- 12 demostracion

example
(h :y > XIZ)
ty>0vy<-1:=
begin
left,
linarith [pow_two nonneg x],
end

-- Prueba

h:y>x"2
Fy>0vVvy<-1
>> left,
Fy >0
>> linarith [pow two nonneg x],
no goals
=/

-- Comentarios:
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-- 1. La tdctica left, si el objetivo es una disjuncién (P v Q), aplica
-- la regla de introduccién de la disyuncidn; es decir, cambia el

-- objetivo por P. Ver https://bit.ly/3enkT3d

-- 2. Se usa el lema

-- pow two nonneg x : 0 = x ~ 2

-- 22 demostracion

example
(h : y>x2)
ty>0vy<-1:=
by { left, linarith [pow two nonneg x] }

-- Ejercicio 3. Demostrar que si
== -y > X2 + 1

-- entonces

2a y>0vy<-1

-- 12 demostracion

example
(h : -y > XIZ + 1)
ry>0vy<-1:=
begin
right,
linarith [pow two nonneg x],
end

-- Prueba

h: -y>x"2+1
Fy>0vy<-1

>> right,
Fy<-1

>> linarith [pow two nonneg x],
no goals
-/
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-- Comentarios:

-- 1. La tactica right, si el objetivo es una disjuncién (P v Q), aplica
- - la regla de introduccidén de la disyuncién; es decir, cambia el

-- objetivo por Q. Ver https://bit.ly/3enkT3d

-- 2. Se usa el lema

-- pow two nonneg x : 0 = x ©~ 2

-- 22 demostracion

example
(h : -y > XIZ + 1)
ry>0vy<-1:=
by { right, linarith [pow two nonneg x] }

-- Ejercicio 4. Demostrar que si
-- y >0

-- entonces

- - y>0vy<-1

example
(h =y >0)
ty>0vy<-1:=
or.inl h

-- Comentario: Se usa el lema
-- or.inl : a - avVvb

-- Ejercicio 5. Demostrar que si
- - y<_1

-- entonces

o y>0vy<-1

example
(h : y<-1)
ty>0vy<-1:=
or.inr h

-- Comentario: Se usa el lema
-- or.inr : b - avb
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» Eliminacién de la disyuncién (Tactica cases)

-- Ejercicio. Demostrar que para todo par de nimeros reales x e y, Si
-- X < |y|, entonces x <y 6 x < -y.
import data.real.basic

variables {x y : R}

-- 12 Demostracion

example : x <absy-x<yvx<-y:=
begin
cases le or gt 0 y with hl h2,
{ rw abs of nonneg hl,
intro h3,
left,
exact h3 },
{ rw abs of neg h2,
intro h4,
right,
exact h4 },
end

-- Prueba

Xy R

FXx<absy-X<yVvVxc<-y
>> cases le or gt 0 y with hl h2,

| h1 : 0 sy

| Fx <absy-x<yVvVx<-y

| >> { rw abs of nonneg hl,

| FX<y->Xx<yvVvVxc<-y

| >> intro h3,

| h3 : x <y

| FXx <y vVvx<-y

| >> left,

| Fx <y

| >> exact h3 },
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h2 : 0 >y
FXx<absy->Xx<yVvVx<-y
>> { rw abs of neg h2,
FX<-y->Xx<yVvVXxc<-y
>> intro h4,
h4 : x < -y
FX<yVx<-y
>> right,
F X< -y
>> exact h4 },
no goals
=/

-- Comentarios:

-- + La tactica (cases h with hl h2), cuando h es una diyuncidn, aplica
- - la regla de eliminacién de la disyuncidén; es decir, si h es (P v Q)

-- abre dos casos, en el primero afade la hipétesis (hl :

-- segundo (h2 : Q).

-- + Se han usado los siguientes lemas
-- +leorgtxy :XxX=syvx>y

-- + abs of nonneg : 0 = x - abs x = x
-- + abs of neg : x < 0 - abs x = -x

-- Comprobacién

#check (@le or gt R x vy)
#check (@abs of nonneg R  x)
#check (@abs of neg R  x)

-- 22 Demostracion

example : X <abs y - X<y VX< -y:=
1t _abs.mp

-- Comentario: Se ha usado el lema
--+ ltabs : x<absyex<yvVvx<-y

-- Comprobacién
#check (@lt abs R x vy)

» Desigualdad triangular para valor absoluto

P) y en el


./src/Logica/Desigualdad_triangular_para_valor_absoluto.lean

3.5. Disyuncién 201

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la libreria de los numeros reales.

-- 2. Declarar x, y, a y b como variables sobre los reales.
-- 3. Crear el espacio de nombres my abs.

import data.real.basic -- 1
variables {x y a b : R} -- 2
namespace my abs -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que
-- X = abs x

-- 12 demostracion

example : x = abs x :=
begin
cases (le or gt 0 x) with hl h2,
{ rw abs _of nonneg hl },
{ rw abs of neg h2,
apply self le neg,
apply le of 1t h2 },

end

-- Prueba
/_

x : R

F X = abs x
>> cases (le or gt 0 x) with hl h2,
| h1 : 0 = x
| F x = abs x
>> { rw abs of nonneg hl },
h2 : 0 > x
F x < abs x
>> { rw abs of neg h2,

F X s -Xx
>> apply self le neg,
Fx =<0

>> apply le of It h2 },
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no goals

-- Comentario: Se han usado los siguientes lemas
--+leorgtxy :x=syvx>y

+ abs of nonneg : O = x - abs x = x
+ abs of neg : x < 0 - abs x = -x

+ self leneg : x =0 - X = -X
+leof lt : XxX<y->x=sy

-- Comprobacién

#check (@le or gt R x vy)

#check (@abs of nonneg R  x)

#check (@abs of neg R  x)

#check (@self le neg R x)

#check (@le of Tt R x vy)

-- 22 demostracion

example : x = abs x :=
begin

unfold abs,

exact le max left x (-x),
end

-- Comentarios:

-- 1. La tactica (unfold e) despliega la definicidén de e.
-- 2. La definicién de abs

-- + abs (a : a) : a :=max a (-a)

-- 3. Se ha usado el lema

-- + le max left x y : x = max x y

-- Comprobacidn
#check (@le max left R x y)
#print abs

-- 32 demostracion

example : x = abs x :=
le max_left x (-x)

-- Ejercicio 3. Demostrar que
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-- 12 demostracion

theorem neg le abs self : -x = abs x :=
begin
cases (le or gt 0 x) with hl h2,
{ rw abs of nonneg hl,
apply neg le self hl },
{ rw abs of neg h2 },

end

-- Prueba
/_

X R

F -x < abs x

>> cases (le or gt 0 x) with hl h2,
hl : 0 = x
F -x = abs x
|_

>> { rw abs of nonneg hl,

IN =~ IA

|

|

|

| -X = X

| >> apply neg le self hl },
h2 : 0 > x

F -x < abs x

>> { rw abs of neg h2 },

no goals

-- Comentario: Los lemas utilizados son
--+leorgtxy :x=syvx>y

+ abs of nonneg : O = x - abs x = x
-- + neg le self : 0 = x » -X =X

+ abs of neg : x < 0 - abs x = -x

-- Comprobacidn

#check (@le or gt R x vy)
#check (@abs of nonneg R  Xx)
#check (@neg le self R  x)
#check (@abs of neg R  x)

-- 22 demostracion
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example : -x = abs x :=
begin

unfold abs,

exact le max right x (-x),
end

-- Comentarios:

-- 1. La tdctica (unfold e) despliega la definicidén de e.
-- 2. La definicién de abs

-- + abs (a : a) : a := max a (-a)

-- 3. Se ha usado el lema

-- + le max right x y : y <= max x y

-- Comprobacion:
#check (@le _max right R x vy)

-- 32 demostracion

example : -X
le max_right

X A

-- Ejercicio 4. Demostrar que si
- - O <a+b

-- 0 = a

-- entonces

-- abs (a + b) = abs a + abs b

lemma auxl

(h1 : 0 =a + b)

(h2 : 0 = a)

: abs (a + b) = abs a + abs b :=
begin

by cases h3 : 0 = b,
show abs (a + b) = abs a + abs b,
calc
abs (a + b) abs (a + b) : by apply le refl
a+b : by rw (abs _of nonneg hl)

abs a + b : by rw (abs of nonneg h2)

1A
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have h4 : b < 0,

end

from le of 1t (1t of not ge h3),
show abs (a + b) = abs a + abs b,

Ca

lc
abs (a + b)

-- Prueba

h2 :

S ©

I IA A

abs a + abs b :

a +
abs
abs
abs
abs

Q 9 9 9 T

-b

 abs (a + b) < abs a + abs b
>> by cases h3 :

h3

|
|
|
|
|
|
|
h3 :

0 <b

0 =< b,

>> show abs (a +

>> abs (a + b)
>>

>>

>>

-0 < b

 abs (a + b) = abs a + abs b

by rw (abs _of nonneg h3),

: by rw (abs _of nonneg hl)

: by rw (abs_of nonneg h2)

: add le add left h4

: add le add left (neg nonneg of nonpos h4)
abs b :

by rw (abs _of nonpos h4),

b) < abs a + abs b, calc
< abs (a + b)
=a+b

abs a + b
abs a + abs b :

- abs (a + b) <= abs a + abs b

>> have h4 :

>>

h4 :

b

b < o0,

: by apply le refl

: by rw (abs of nonneg hl)
: by rw (abs of nonneg h2)
by rw (abs of nonneg h3),

from le of Ut (lt of not ge h3),

< 0

 abs (a + b) = abs a + abs b
b) < abs a + abs b, calc

>> show abs (a +

>>
>>
>>
>>
>>

-/

abs (a + b)

-- Comentarios:
-- 1. La tactica (by cases h

1A A

a +
abs
abs
abs
abs

b

U O Q

=+
+
+
=+

b
0
-b
abs b

: by rw (abs of nonneg hl)

: by rw (abs of nonneg h2)

: add le add left h4

: add le add left (neg nonneg of nonpos h4)
: by rw (abs of nonpos h4),

: p) aplica el principio de tercio excluso

sobre p; es decir, considera dos casos: en el primero le afiade la
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-- hipétesis (h : p) y en el segundo, (h : -p).

-- 2. Para aplicar la tactica by cases hay que habilitar la légica
-- cladsica.

-- 3. Se han usado los siguientes lemas

-- + le refl x : X = X

-- + abs of nonneg : 0 = x - abs x = x

-- + leof lt : xX<y-x=sy

-- + It of not ge : ~x zy - X<y

-- + add le add left : x =y -V (c : R), c+x=cCc+y
- + neg nonneg of nonpos : x = 0 - 0 = -x

-- + abs of nonpos : x = 0 - abs x = -x

-- Comprobacion:

#check (@le refl R  x)

#check (@abs of nonneg R  Xx)

#check (@le of 1t R x vy)

#check (@lt of not ge R x vy)
#check (@add le add left R x y)
#check (@neg nonneg of nonpos R  x)
#check (@abs of nonpos R  x)

-- Ejercicio 5. Demostrar que si
-- O =a+b

-- entonces

-- abs (a + b) = abs a + abs b

lemma aux2
(h1 : 0 = a + b)
: abs (a + b) =
begin
by cases h2 : 0 = a,
exact @auxl a b hl h2,
rw add comm at hl,
have h3 : 0 < b,
linarith,
rw add comm,
rw add _comm (abs a),
exact @auxl b a hl h3,
end

abs a + abs b :=

-- Ejercicio 6. Demostrar que
-- abs (x + y) = abs x + abs y
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theorem abs add : abs (x + y) = abs x + abs y :=
begin

by cases h2 : 0 = x + vy,
{ exact @ux2 x y h2 },
have h3 : x + y = 0,

by exact le of not ge h2,
have h4: -x + -y = -(x + vy),

by rw neg add,
have h5 : 0 = -(x + vy),

from neg nonneg of nonpos h3,
have h6 : 0 = -x + -y,

{ rw [H h4] at h5,

exact h5 },
calc
abs (x +y) = abs (-x + -y) : by rw [|d abs_neg, neg add]
= abs (-x) + abs (-y) : aux2 hé6
= abs x + abs y : by rw [abs neg, abs neg],
end
-- Prueba
/_
xy R

 abs (x + y) = abs x + abs y
>> by cases h2 : 0 = x + Y,

| h2 : 0 =x +y

| - abs (x + y) = abs x + abs y

| >> { exact @aux2 x y h2 },

h2 : =0 = x +y

 abs (x + y) < abs x + abs y
>> have h3 : x + y = 0,
>> by exact le of not ge h2,

xy R,

h2 : =0 = x + vy,

h3 : x +y =20

 abs (x + y) < abs x + abs y
>> have h4: -x + -y = -(x +y),
>> by rw neg add,

xy R,

h2 : =0 = x + vy,

h3 : x+y =20,

hd : -x + -y = -(x +y)
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F abs (x + y) < abs x + abs y
>> have h5 : 0 = -(x + y),
>>  from neg nonneg of nonpos h3,

xy R,

h2 : =0 = x + vy,

h3 : x+y =0,

h4 : -x + -y = -(x + V),

h5 : 0 = -(x + y)

 abs (x + y) = abs x + abs y
>> have h6 : 0 = -x + -y,
> { rw [« h4] at h5,

xy : R,
h2 : =0 = x + vy,
h3 : x +y =0,
h4 : -x + -y = -(x + V),
h5 : 0 = -x + -y
FOs<s-x+ -y
>> exact h5 },
xy R,
h2 : =0 = x + vy,
h3 : x+y =0,
h4 : -x + -y = -(x +y),
h5 : 0 = -(x +y),
h6 : 0 = -x + -y
F abs (x + y) = abs x + abs y
>> calc
>> abs (x + y) = abs (-x + -y) : by rw [« abs neg, neg add]
>> < abs (-x) + abs (-y) : aux2 hé
>> = abs x + abs y : by rw [abs neg, abs neg],
=/

-- Comentario: Se han usado los lemas
--+leofnotge: x=zy->x=sy

-- +negadd x y : -(x +y) = -Xx+ -y

-- + neg nonneg of nonpos : x =0 - 0 = -x

-- Comprobacién:

#check (@le of not ge R x vy)
#check (@neg add R x y)

#check (@neg_nonneg of nonpos R  x)

end my abs

m Cotas del valor absoluto


./src/Logica/Cotas_del_valor_absoluto.lean
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-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria de los numeros reales.

-- 2. Declarar x e y como variables sobre los reales.
-- 3. Iniciar el espacio de nombre my abs.

import data.real.basic -- 1
variables {x y z : R} -- 2
namespace my abs -- 3

-- Ejercicio 2. Demostrar que

-- X <abs yex<yvxc<-y

-- 12 demostracion

theorem 1t abs : x <absy e x<yvx<-y:

begin

unfold abs,

exact 1t max iff,
end

-- Prueba

Xy R
FXx<absyex<yVvVxc<-y
>> uynfold abs,

FXx <max y (-y) e X <y VX< -y

>> exact Ut max iff,
no goals
=/

-- Comentarios:

-- 1. La tactica (unfold e) despliega la definicidn de e.

-- 2. La definicidén de abs

. +abs (a : a) : a :=max a (-a)

-- 3. Se ha usado el lema

-- + Ut max iff : x <max y Zz e X <y V X < Z

-- Comprobacién
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#check (@lt max iff R x vy z)

-- 22 demostracion

example : x <absy e x<yvVvx<-y:=
1t _max_iff

-- Ejercicio 2. Demostrar que
== abs x <y e - y<XNANX<Yy

theorem abs 1t : abs X <y o -y < X A X <y :=
begin
unfold abs,
split,
{ intro hl,
rw max 1t iff at hl,
cases hl with h2 h3,
split,
{ exact neg lt.mp h3 },
{ exact h2 }},
{ intro h4,
apply max 1t iff.mpr,
cases h4 with h5 h6,

split,
{ exact h6 },
{ exact neg lt.mp h5 }},
end
-- Prueba
/_
xy R

Fabs X <ye -y<xXAX<Yy
unfold abs,

Fmax X (-Xx) <y e -y <X AX<Yy

>> split,

Fmax x (-x) <y - -y <XAX<Yy
>> { intro hl,

hl : max x (-x) <y

F -y <XANX<Yy
>> rw max Ut iff at hl,
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| hI : x <y A -x <y

| F -y <Xx AXx<y

| >> cases hl with h2 h3,

| h2 : x <y,

| h3 : -x <y

| F -y <xAXx<y

| >> split,

| | F -y <x

[ >> { exact neg lt.mp h3 },

| Fx <y

| >> { exact h2 }},

F -y <X AX<y->max X (-x) <y
>> { intro h4,

h4 : -y <X ANX<Yy

Fmax x (-x) <y

>> apply max Ut iff.mpr,
FX<YyYAN-X<Yy

>> cases h4 with h5 he,
h5 : -y < x,
hé : x <y
FX<YAN-X<Yy

>> split,
| Fx <y

>> { exact hé6 },
F-Xx<y

>> { exact neg lt.mp h5 }},
no goals
=

-- Comentarios: Se han usado los siguientes lemas:

-- +max lt iff : max X y < Z e X <zZ ANy <2Z
-- +neg lt : -x <y e -y<x

-- Comprobacion:
#check (@max 1t iff R x vy z)
#check (@neg 1t R x vy)

end my abs

m Eliminacién de la disyuncién con rcases

-- Ejercicio. Sea x un numero real. Demostrar que
-- X #0
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-- entonces
- - X<0vx>0

import data.real.basic

example
{x : R}
(h : x # 0)
: X <0vx>0:=
begin
rcases lt trichotomy x 0 with x1t | xeq | xgt,
{ left,

exact x1t },
{ contradiction },
{ right,

exact xgt },

-- Prueba

h:x=#z0
FXxX<0vVxXx>0

>> rcases lt trichotomy x 0 with xlt | xeq | xgt,
| | xtt : x <0
| | Fx <0 Vv x>0
| | >> { left,
| | Fx <0
| ] >> exact xlt },
| h : x =0,
| xeq =0
| F x < 0 Vx>0

>> { contradiction },
h: x#20,
xgt : 0 < x
FXx<0vVvVx>0

>> { right,
F x>0

>> exact xgt },
no goals
-/
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-- Comentarios:

-- 1. La tactica (rcases h with hl | h2 | h3) si el objetivo es (P v Q v R)

-- crea tres casos anadiéndole al primero la hipétesis (hl : P),
-- segundo (h2 : Q) y al tercero (h3 : R).

m CS de divisibilidad del producto

-- Ejercicio. Demostrar que si m divide a n o a k, entonces divide a

--m * K.

import tactic
variables {m n k : N}

-- 12 demostracion

example
th :mi[[nvmfk)
:m []n * ko=
begin
rcases h with hl | h2,
{ exact dvd mul of dvd left hl k },
{ exact dvd mul of dvd right h2 n },

end

-- Prueba
/_

mnk : N,

Em | n*Kk
>> rcases h with hl | h2,
| hI : m | n
| =m | n* k
| >> { exact dvd mul of dvd left hl k },
h2 : m | k
Fm | n*Kk
>> { exact dvd mul of dvd right h2 n },
no goals
-/

al
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-- Comentario: Se han usado los lemas

-- + dvd mul of dvd left : m | n - VY (c :
-- + dvd mul of dvd right : m | n - VY (c :

-- Comprobacidn
#check (@dvd mul of dvd left N m n)
#check (@dvd mul of dvd right N m n)

-- 22 demostracion

example
{m n k : N}
th :mi[[nvmfk
:m@n*k:=
begin

rcases h with (a, rfl) | (b, rfl),
{ rw [mul assoc],
apply dvd mul right },
rw [mul comm, mul assoc],
apply dvd mul right,

end

-- Prueba
/_

mnk :N,

Em | n*Kk
>> rcases h with (a, rfl) | (b, rfl),
| mk a : N
| Fm | m*a*k
| >> { rw [mul assoc],
| =m | m* (a * k)
| >> apply dvd mul right },
mnb : N
Fm | n* (m*Db)
>> rw [mul comm, mul assoc],
Fm | m* (b *n)
>> apply dvd mul right
no goals
=/

N), m | n*c
N), m | c *n
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-- Comentario: Se han usado los siguientes lemas:
-- +mul assoc mnk :m*n*k=m?* (n* k)

-- + dvd mul right mn : m | m* n

-- +mul conommn :m*n=n*m

-- Comprobacién

#check (@mul assoc N m n k)
#check (@dvd mul right N m n)
#check (@mul comm N m n)

m Desigualdad con rcases

-- Ejercicio. Demostrar que si

- - dxy, z=x"2+y2VvVz=x"2+y2+1
-- entonces

-- z =0

import data.real.basic
import tactic

variables {z : R}

example
th:3xy, z=xR+yRvz=xR+yR+1
12 =20 :=
begin
rcases h with (a, b, hl | h2),
{ rw hl,

apply add nonneg,

apply pow two nonneg,
apply pow two nonneg },

{ rw h2,

apply add nonneg,

apply add nonneg,

apply pow_two nonneg,
apply pow two nonneg,
exact zero le one },

end

-- Prueba
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/_
z R,
h:3 (xy :R), z=x""2+y " "2VvVvz=x"2+y"~2+1
Fz=0
>> rcases h with (a, b, hl | h2),
zab:R,
hi1 : z=a”~2+b "2
Fz=z=0

|
I
|
| > { rw hl,
| Fa~2+b”~2=0
[ >> apply add nonneg,
| | FO=a "2
| >> apply pow two nonneg,
| O =b " 2
| >> apply pow two nonneg },
h2 : z=a”~2+b"2+1
F z (0]
>> { rw h2,
Fa”~2+b”~2+1=0
>> apply add nonneg,
a~2+b"2
>> apply add nonneg,

[\

|
|
| |FO=sa”2
| | >> apply pow two nonneg,
| HFO =b " 2
| >> apply pow two nonneg,
FO =<1
>> exact zero le one },
no goals
=/
-- Comentarios:

-- 1. La tactica (rcases h with (a, b, hl | h2)) sobre el objetivo

-- (I xy : R, Pv Q) crea dos casos. Al primero le afade las

- - hipétesis (a b : R) y (k1 : P). Al segundo, (a b : R) y (h2 : Q).
-- 2. Se han usado los siguientes lemas:

-- + add nonneg : 0 = x->0=<y->0=<x+Yy

-- + pow two nonneg x : 0 = x ~ 2

-- + zero le one : 0 =1

-- Comprobacion:

variables (x y : R)

#check (@add nonneg R  x y)
#check (@pow_two nonneg R  x)
#check zero _le one
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» |gualdad de cuadrados

-- Ejercicio 1. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la teoria de numeros reales.
-- 2. Declarar x e y como variables sobre los reales.

import data.real.basic -- 1
variables (x y : R) -- 2

-- Ejercicio 2. Demostrar que si
- - x2 = 1

-- entonces

- - XxX=1vx=-1

begin
have hl : (x - 1) * (x + 1) = 0,
calc (x - 1) * (x + 1) = x"2 - 1 : by ring
.=1-1 : by rw h
... =0 : by ring,
have h2 : x - 1 =0v x+1=0,
{ apply eq zero or eq zero of mul eq zero hl },
cases h2,
{ left,
exact sub _eq zero.mp h2 },
{ right,
exact eq neg of add eq zero h2 },
end

-- Prueba

R

rx N2 =1
x=1vx=-1

>> have hl : (x - 1) * (x + 1) =0,

>> calc (x - 1) * (x +1) =x"2 -1 : by ring
>> 1-1 : by rw h
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>> ... =0 : by ring,
hl : (x - 1) * (x +1) =0
Fx=1vx=-1
>> have h2 : x -1 =0vVv x+1=0,
>> { apply eq zero or eq zero of mul eq zero hl },
h2 : x -1 =0vx+1=0
Fx=1vx=-1
>> cases h2,
| h2 : x -1 =20
| Fx=1vx-=-1
[ >> { left,
| Fx =1
[ >> exact sub eq zero.mp h2 },
h2 : x+1 =20
Fx=1vx=-1
>> { right,
Fx = -1
>> exact eq neg of add eq zero h2 },
no goals
=/

-- Comentario: Se han usado los siguientes lemas
-- + eq zero or _eq zero of mul eq zero : x * y =0 - x =0V y=20
-- + subeq zero : x -y =0ex=y

-- + eq neg of add eq zero : x +y =0 - x = -y
-- Comprobacién
#check (@eq zero or eq zero of mul eq zero R  x vy)

#check (@sub eq zero R x vy)
#check (@eq neg of add eq zero R x vy)

-- Ejercicio. Demostrar si
-- X2 = y"2

-- entonces

-- X=y\VXxXs=-y

example

(h = X2 = yR2)

P X =Yy VX=-y =
begin

have hl : (x - y) * (x +y) =0,
calc (x - y) * (x +y) = X2 - y2 : by ring

.=y - 2 : by rwh
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... =0 : by ring,

have h2 : x - y=0vVv x +vy =0,

{ apply eq zero or eq zero of mul eq zero hl },
cases h2,
{ left,

exact sub eq zero.mp h2 },
{ right,

exact eq _neg of add eq zero h2 },

end

-- Comentario: Se han usado los siguientes lemas

-- + eq zero or _eq zero of mul eq zero : x * y =0 > x =0V y=20
-- +subeq zero : x - y=0ex=y

-- + eq neg of add eq zero : x + y =0 - x = -y

» |gualdad de cuadrados en dominios de integridad

-- Ejercicio. Importar las teorias:
-- + algebra.group power de potencias en grupos
-- + tactic de tacticas

import algebra.group power
import tactic

-- Ejercicio. Demostrar si
-- x"2 =1

-- entonces

- - x=1vx=-1
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example
(h : 2 =1)
:x=1vx=-1:=
begin
have hl :

(x - 1) * (x+1) =0,

calc (x - 1) * (x + 1) = x2 - 1 :
: by rw h
: by ring,

.=1-1

=0
have h2 :

X-1=0vx+1=0,

by ring

{ apply eq zero or eq zero of mul eq zero hl },

cases h2,
{ left,

exact sub eq zero.mp h2 },
{ right,

exact eq _neg of add eq zero h2 },

end

-- Ejercicio. Demostrar si
- - X2 = y"2

-- entonces

-- X=yVXxX=-y

example
(h = X2 = yP2)
P X =Yy VX = -y =
begin
have hl :

have h2 :
cases h2,
{ left,

exact sub eq zero.mp h2 },
{ right,

(x -y) * (x+y) =0,
calc (x - y) * (x +y) = X2 -

v -
0

X -y=0vx+y=0,
{ apply eq _zero or eq zero of mul eq zero hl },

yIZ :
yIZ :

: by ring,

exact eq _neg of add eq zero h2 },

end

by ring
by rw h

» Eliminacién de la doble negacién (Tacticas cases emz "by_cases”)
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-- Ejercicio. Demostrar que
-- - = P s P

-- 12 demostracion

example (P : Prop) : = = P - P :=
begin

intro h,

cases classical.em P,

{ assumption },

{ contradiction },
end

-- Prueba

P : Prop
=P > P
>> intro h,
h : —-=P
P
>> cases classical.em P,
| h : —=P
| P
| >> { assumption },
h1: =P
P
>> { contradiction },
no goals

-/

-- 22 demostracion

open classical
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example (P : Prop) : = =P > P :
begin

intro h,

cases em P,

{ assumption },

{ contradiction },
end

-- 32 demostracion

open_locale classical

example (P : Prop) : = =P - P :
begin

intro h,

by cases h' : P,

{ assumption },

{ contradiction },
end

-- Prueba

P : Prop
F P > P
>> intro h,
h : —-=P
F P
>> by cases h' : P,

|

|

|

|

|

| >> { assumption },
h' : =P

|_

>> { contradiction },

no goals
=/

» Implicacién mediante disyuncién y negacién
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-- Ejercicio. Demostrar que
- (P-0)e-PVQ

import tactic
open_locale classical

-- 12 demostracion

example
(P Q : Prop)
(P-Q) « =PvVvQ:=
begin
split,
{ intro hl,
by cases h2: P,
{ right,
apply hl,
exact h2 },
{ left,
exact h2 }},
{ intros h3 h4,
cases h3,
{ contradiction },
{ assumption }},
end

-- Prueba

P Q : Prop
FP->0Qe-PvaQ
>> split,
| 2 goals
| PQ : Prop
| - (P~>Q) ~-PVQ
| >> { intro hl,
| h1 : P> Q
| =P v Q
| >> by cases h2: P,
| | 2 goals
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| | PQ : Prop,
| | h1 : P - Q,
| | h2 : P
| | =P Vv Q
| | >> { right,
| | -0
|| >> apply hi,
| | P
| | >> exact h2 },
| PQ : Prop,
| h1 : P - Q,
| h2 : =P
| =P Vv Q
| > { left,
| - =P
| >> exact h2 }},
P Q : Prop
F-PvQ-P->20
>> { intros h3 h4,
h3 : =P v Q,
h4 : P
FQ
>>  cases h3,
| 2 goals
| case or.inl
| PQ : Prop,
| h4 : P,
| h3 : =P
| =0
[ >> { contradiction },
case or.1inr
P Q : Prop,
h4 : P,
h3 : Q
FQ
>> { assumption }},
no goals
=/

-- 22 demostracion

example
(P Q : Prop)
(P-Q) «=PvaQ:=
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imp iff not or

-- 32 demostracion

example
(P Q : Prop)
(P-Q) «=PvaQ:=
by tauto

3.6. Sucesiones y convergencia

» Definicion de convergencia

-- Ejercicio. Definir la funcién
-- converges to (N - R) - R - Prop
-- tal que (converges to s a) afirma que a es el limite de s.

import data.real.basic

def converges to (s : N - R) (a : R) :=
Ve>0, 3N, Vn=N, abs (sn - a) <¢€

#print converges to

-- Comentario: Al colocar el cursor sobre print se obtiene
-- def converges to : (N - R) - R - Prop :=

-- A(s : N-R) (a : R),

- - Y (¢ :R), Ee>0->(3 (N:N), YV (n:N),

- - n=N-abs (sn - a) <g)

» Demostracion por extensionalidad (La tactica ext)

-- Ejercicio. Demostrar que
- - (Axy R, (x+y)2) =(Axy :R, X2 + 2*x*y + y*2)

import data.real.basic
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-- 12 demostracion

example : (A xy : R, (x+y)P2) = (Axy: R, xR+ 2*%xxy + yR) :=
begin

ext,

ring,
end

-- Prueba

F((A(xy :R), (x+y) ~2)=A(xy:R), x"2+2* x*y+y"2

F(x+x1) "2=x"2+2*x*x1+x1"2
>> ring,

no goals

-/

-- Comentario: La tédctica ext transforma las conclusiones de la forma
-- (A x, fx)=(Ax, gx)enfx=g Xx.

-- 22 demostracion

example : (A x y : R, (x + y)[2)
by { ext, ring }

(A xy : R, X2 + 2%x*y + y2)

-- 32 demostracion

example : (A xy : R, (x + y)R2)
by ring

(A xy : R, (2 + 2%x*y + y2)

m» Demostracién por congruencia (La tactica congr)

-- Ejercicio. Demostrar que
-- abs a = abs (a - b + b)


./src/Logica/Demostracion_por_congruencia.lean
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import data.real.basic

-- 12 demostracion

example

(ab:R)

: abs a =abs (a - b +b) :=
begin

congr,

ring,
end

-- Prueba

ab:R
- abs a = abs (a - b + b)
>> congr,
Fa=a-b+b
>> ring,
no goals
=/

-- Comentario: La tdctica cong sustituye una conclusién de la forma

-- A = B por las igualdades de sus subtérminos que no no iguales por

-- definicidén. Por ejemplo, sustituye la conclusién (x * f y=gw * f z)
-- por las conclusiones (x =g w) y (y = z).

-- 22 demostracion

example

(ab : R)

: abs a =abs (a - b+ b) :=
by { congr, ring }

-- 32 demostracion

example

(ab:R)

: abs a =abs (a - b +b) :=
by ring
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» Demostraciéon por conversién (La tactica convert)

-- Ejercicio. Demostrar, para todo a € R, si

-- 1< a
-- entonces
- - a<a*a

import data.real.basic

example
{a : R}
(h : 1< a)
a<a*a.:=
begin

convert (mul 1t mul right ).2 h,

{ rw [one mul] },

{ exact lt _trans zero 1t one h },
end

-- Prueba
/_

a : R,
h:1<a

Fa<a*a
>> convert (mul Ut mul right ).2 h,

2 goals
a: R,
h:1<a

|
|
|
| Fa=1%*a
| >> { rw [one mul] },
a: R,
h:1<a
FO<a

>> { exact lt trans zero lt one h },
no goals
=/

-- Comentarios:

-- 1. La téactica (convert e) genera nuevos
-- son las diferencias entre el tipo de
-- 2. Se han usado los siguientes lemas:

subojetivos cuya conclusiones
ge y la conclusidn.
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-- + mul Ut mul right : 0 <c - (a *c<b *cea<b)
- - + one mul a : 1 *a-=a

-- + Ut trans : a<b-b<c-a<c

-- + zero lt one : 0 <1

-- Comprobacién:

variables (a b c : R)

#check @mul 1t mul right 2 a b c
#check @one mul  a

#check @lt trans  a b c

#check @zero 1t one

m Convergencia de la funcién constante

-- Ejercicio. Demostrar que, para todo a € R, la funcidén constante
-- s(x) = a
-- converge a a.

import .Definicion de convergencia

lemma converges to const

(a : R)

converges to (A x : N, a) a :=

begin

intros € €pos,

use 0,

intros n nge,

dsimp,

rw sub self,

rw abs zero,

exact epos,
end

-- Prueba

a:R

 converges to (A (x : N), a) a
>> intros & €pos,

a e : R,

Epos : € > 0
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3 (N:N), V(n:N), n=N->abs ((A(x :N), a) n-a) <g¢
>> use 0,

FY (n:N), n=0-abs ((A(x :N), a) n - a) <&
>> intros n nge,

n: N,

nge : n =0

Fabs ((A (x : N), a) n - a) <¢
>> dsimp,

- abs (a - a) < ¢
>> rw sub_self,

 abs 0 < ¢
>> rw abs zero,

 abs 0 < ¢
>> exact &gpos,

no goals

=/

-- Comentario: Se han usado los lemas
-- + sub selfa:a-a=2©0
-- + abs zero : abs 0 = 0

variables (a : R)
#check @sub self  a
#check @abs zero

m Convergencia de la suma

-- Ejercicio. Demostrar el limite de la suma de dos sucesiones
-- convergentes es la suma de los limites.

import .Definicion de convergencia
variables {s t : N - R} {a b c : R}

lemma converges to_ add

(cs : converges to s a)

(ct : converges to t b)

converges to (A n, sn+ tn) (a+b) :=

begin

intros € €pos,

dsimp,

have €2pos : 0 < € / 2,
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{ linarith },
cases cs (g / 2) €2pos with Ns hs,
cases ct (g / 2) €2pos with Nt ht,
clear cs ct €2pos €pos,
use max Ns Nt,
intros n hn,
have nNs : n = Ns,

{ exact le of max le left hn },
specialize hs n nNs,
have nNt : n = Nt,

{ exact le of max le right hn },
specialize ht n nNt,
clear hn nNs nNt Ns Nt,
calc abs (s n+ tn - (a+b))

=abs ((sn-a)+ (tn- b)) : by { congr, ring }
= abs (s n - a) +abs (tn - b) : by apply abs add
<ege/2+¢€/?2 : by linarith [hs, ht]
=€ : by apply add halves,

end

-- Prueba

/_

st N - R,

ab:R,

Ccs : converges to s a,

ct : converges to t b

 converges to (A (n : N), s n+ tn) (a +b)
>> intros € €pos,

e ! R,

Epos : € > 0

3 (N :N), V (n:N), n
>> dsimp,

3 (N :N), V (n:N), n
>> have €2pos : 0 < € / 2,

\%

N - abs ((A (n : N), sn+tn)n- (a+b))<z¢

\%

N - abs (sn+tn- (a+b)) <e¢

2 goals
st : N>R,
ab: R,

|

|

|

| ¢cs : converges to s a,
| ct : converges to t b,
| € : R,

| epos : € >0

| 0 <€/ 2

| >> { linarith },
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st : N>R,

ab: R,

cs : converges to s a,

ct : converges to t b,

e R,

Epos : € > 0,

g2pos : 0 <€ / 2

3 (N:N), V(n :N), n=N->abs (sn+tn- (a+b))
>> cases cs (g / 2) &€2pos with Ns hs,

g2pos : 0 < € / 2,

Ns : N,

hs : YV (n :N), n=Ns - abs (sn -a) <ge/ 2

3 (N:N), V(n:N), n=N->abs (sn+1tn- (a+b))
>> cases ct (g / 2) €2pos with Nt ht,

Nt : N,

ht : Y (n :N), n=Nt - abs (tn-b) <€/ 2

3 (N:N), V(n :N), n=N->abs (sn+1tn- (a+b))
>> clear cs ct &€2pos &gpos,

st:N-R,

abe R,

Ns : N,

hs : Y (n : N), n=Ns - abs (sn -a) <ge/ 2,

Nt : N,

ht : Y (n : N), n=Nt - abs (tn-b) <€/ 2

3 (N:N), YV(n:N), n=N->abs (sn+1tn- (a+b))
>> yse max Ns Nt,

Y (n:N), n=max Ns Nt - abs (s n+tn- (a+b)) <ge

>> intros n hn,
n: N,
hn : n = max Ns Nt
abs (s n+tn -
>> have nNs :
| 2 goals
| st : N>R,
| a b e : R,
| Ns :
| hs :
| Nt :
|
I
|
I
|

(a

\Y

:N), n=

ht :
n : N,
hn : n = max Ns Nt
Fn=Ns

2

=
S
\Y

>>
nNs : n = Ns

Fabs (s n+tn- (a

+ b)) < &

n = Ns,

Ns - abs (s n - a) <e / 2,

=Nt - abs (tn -b) <€/ 2,

{ exact le of max le left hn },

+ b)) <€

A

A



3.6. Sucesiones y convergencia

233

>> specialize hs n nNs,
hs : abs (s n - a) <geg/ 2
abs (sn+tn- (a+b)) <e¢

>> have nNt : n = Nt,

2 goals

st :N->-R,

abe: R,

Ns Nt : N,

ht : Y (n :N), n=Nt - abs (tn->b) <e/ 2,

|

I

|

I

|

| n N,

| hn : n = max Ns Nt,

| nNs : n = Ns,

| hs : abs (s n - a) <eg/ 2
| = n =Nt

[ >> { exact le of max le right hn },
s N - R,

a

Ns Nt : N,

ht : Y (n : N), n=Nt - abs (tn -b) <&/ 2,

hn : n = max Ns Nt,

nNs : n = Ns,

hs : abs (s n - a) <¢e/ 2,

nNt : n = Nt

Fabs (sn+tn- (a+b)) <ce
>> specialize ht n nNt,

ht : abs (t n-b) <g/ 2

Fabs (sn+tn- (a+b)) <c¢
>> clear hn nNs nNt Ns Nt,

st:N-R,
abe: R,
n : N,

hs : abs (s n - a) <g/ 2,
ht : abs (tn -b) <€/ 2
Fabs (sn+tn- (a+b)) <ce
>> calc abs (s n+tn - (a+b))

>> =abs ((sn-a)+ (tn- b))
>> < abs (s n - a) + abs (t n -
>> <€/ 2+¢€ /2
>> = £

no goals

=/

-- Comentario. Se han usado los lemas:

-- + le of max le left : max a b s c - a s ¢

b)

: by { congr, ring }

: by apply abs add

: by linarith [hs, ht]
: by apply add halves,
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-- + le of max le right : max a b = c - b = ¢
-- + abs add a b : abs (a + b) = abs a + abs b
-- + add halves a : a/ 2 +a/ 2 =a

-- Comprobacién

#check @le of max le left  a b c
#check @le of max le right @ a b c
#check @abs add  a b

#check @add halves  a

m Convergencia del producto por una constante

-- Ejercicio. Demostrar si s es una sucecidén que converge a a y C €S un
-- numero real, entonces ¢ * s converge a c * a.

import .Convergencia de la funcion constante
variables {s : N - R} {a : R}

lemma converges to mul const 11

{c € : R}
(h : 0 < c)
c*(e/c)=c¢:=
begin

rw mul comm,
apply div _mul cancel g,
exact ne of gt h,

end

-- Prueba

c € : R,
h:0<c
Fc*(e/c)=c¢

>> rw mul comm,
e/ c*c=c¢

>> apply div mul cancel ¢,
Fc=#0

>> exact ne of gt h,
no goals
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-/

theorem converges to mul const

{c : R}

(cs : converges to s a)

converges to (A n, ¢ * s n)

begin

by cases h

c =0,

{ convert converges to const 0,

{ ext,

rw [h, zero mul] },

{ rw [h, zero mul] }},

have acpos

from abs pos of ne zero h,
intros € €pos,

dsimp,

have ecpos
by exact div_pos epos acpos,
cases cs (g / abs c) ecpos with Ns hs,

use Ns,

: 0 < abs c,

: 0 <€ / abs c,

intros n hn,
specialize hs n hn,
(c *sn-c* a)

calc abs

end
-- Prueba

s : N>R,
ac: R,

A

abs (¢ * (s n - a))
abs ¢ * abs (s n - a)
abs ¢ * (g / abs c)

3

cs : converges to s a
 converges to (A (n : N), ¢ * s n) (c * a)
>> by cases h : ¢ =0,

h:c=20

+ converges to (A (n : N), ¢ * s n) (c * a)
>> { convert converges to const 0,

:N), 0

| = (A (n
| >>

| x : N

| ¢ *s

:N), ¢c *sn) =2 (x
{ ext,
x =0

(c *a) :=

: by { congr, ring }

: by apply abs mul

: by exact mul 1t mul of pos left hs acpos
: by apply converges to mul const 11 acpos
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| >> rw [h, zero mul] },
s : N>R,

ac: R,

cs : converges to s a,
h:c=20

|
I
|
I
|
| HFc *a=0

| >> rw [h, zero mul] },
S

a

: N - R,

c : R,
cs ! converges_to S a,
h:-c=20

+ converges to (A (n : N), ¢ * s n) (c * a)
>> have acpos : 0 < abs c,
| 0 < abs ¢
[ >>  from abs pos of ne zero h,
acpos : 0 < abs c
 converges to (A (n : N), ¢ * s n) (c * a)
>> intros € €pos,
€ R,
gpos : € >0
3 (N:N), V(n:N), n=N->abs ((A(n:N), c *sn)n-c?*a)<eze
>> dsimp,
3 (N:N), V(n:N), n=N->abs (c *sn-c*a)<ge
>> have egcpos : 0 < € / abs c,
>> by exact div_pos &epos acpos,
gcpos : 0 <€ / abs c
3 (N:N), V(n:N), n=N->abs (c*sn-c*a)c<ze
>> cases cs (g / abs c) ecpos with Ns hs,
Ns : N,
hs : Y (n : N), n=Ns - abs (sn - a) <& / abs
F3 (N :N), V(n:N), n=N->abs (c *sn-c*a)<gze
>> use Ns,
Y (n:N), n=Ns - abs (c *sn-oc*a)<ze
>> intros n hn,
n: N,
hn : n = Ns
abs (c *sn-c¢c*a)<ze¢
>> specialize hs n hn,
hs : abs (s n - a) <&/ abs ¢
Fabs (c *sn-c¢c*a)<ze
>> calc abs (c * s n - c * a)

a

>> = abs (c * (s n - a)) : by { congr, ring }

>> ... =abs ¢ * abs (s n - a) : by apply abs mul

>> ... <abs c * (¢ / abs c) : by exact mul 1t mul of pos left hs acpos
S>>0 =g : by apply converges to mul const 11-/
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/-acpos,
no goals

-- Comentario: Se han usado los lemas

-- +mul commab : a*b=>b*a
--+neofgt:a>b->a=#b

-- + converges to const a : converges to (A (x : N), a) a
-- +zeromul a : 0 *a=20

-- + abs pos of ne zero : a # 0 - 0 < abs a

-- +divpos : O<a-0<b-0<al/b

-- 4+ abs mul a b : abs (a * b) = abs a * abs b

-- + mul Ut mul of pos left : a<b-0<d-d*a<d?*>»b
-- Comprobacion:

variables (b d : R)

#check @mul comm  a b

#check @ne of gt a b

#check converges to const a

#check @zero mul  a

#check @abs pos of ne zero  a

#check @div pos  a b

#check @abs mul  a b

#check @mul 1t mul of pos left  abd

m Acotacidén de convergentes

-- Ejercicio. Demostrar si a es el limite de s, entonces
-- ANb, YVn, N=n->abs (sn)<»>b:=

import .Definicion de convergencia

variables {s : N - R} {a : R}

theorem exists abs le of converges to

(cs : converges to s a

)

A Nb, Vn, N=sn-abs (sn) <b :=

begin

cases ¢s 1 zero 1t one with N h,

use [N, abs a + 11,
intros n hn,
specialize h n hn,
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calc abs (s

A A

end

-- Prueba

n)

abs (s n - a+ a) : by ring

abs (s n - a) + abs a : by apply abs add le abs add abs

1 + abs a : by exact add 1t add right h (abs a)
abs a + 1 : by exact add comm 1 (abs a),

Cs : converges to s a

3 (N :N) (

b :

R), YV (n:N), N<n-abs (sn)<b

>> cases cs 1 zero lt one with N h,

N : N,
h:V (n:N)
3 (N : N) (

, nh=N-abs (sn-a) <1

b :

R), YV (n:N), N<sn-abs (s n) <b

>> yse [N, abs a + 1],
FY (n:N), Nsn->abs (s n) <abs a + 1
>> intros n hn,

n : N,
hn : N < n

 abs (s n) < abs a + 1
>> specialize h n hn,
h :abs (sn-a) <1

F abs (s n) <
>> calc abs
>>
>>
>>
>>

no goals

abs a + 1

(s n)

=abs (sn - a+ a) : by ring

< abs (s n - a) + abs a : by apply abs add le abs add abs
<1+ abs a : by exact add lt _add right h (abs a)
= abs a + 1 : by exact add comm 1 (abs a),

-- Comentario: Se usan los lemas

-- + zero lt one :
abs add le abs add abs a b : abs (a + b) < abs a + abs b
add lt add right : a <b-Y (c : R), a+c<b+c

add conm a b : a +b=b+ a

-- +
-- +
-- +
-- Comprobaci
variable (b :

on:
R)

0 <1

#check @zero 1t one
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#check @abs add le abs add abs  a b
#check @add 1t add right  a b
#check @add comm  a b

= Producto por sucesién convergente a cero

-- Ejercicio. Demostrar si s es una sucesién convergente y el limite de
-- t es 0, entonces el limite de s * t es 0.

import .Acotacion_de convergentes
variables {s t : N - R} {a : R}

lemma aux_ 11

(B e : R)

(epos : € > 0)

(Bpos : 0 < B)

(pos® : € / B > 0)

(n : N)

(ho : abs (s n) < B)

(hl1 : abs (t n - 0) <€ / B)

: abs (s n) *abs (tn-0) <¢g :=
begin

by cases h3 : s n =0,

{ calc abs (s n) * abs (t n - 0)

=abs 0 * abs (t n - 0) : by rw h3

=0 * abs (t n - 0) : by rw abs zero
= 0 : by exact zero mul (abs (t n - 0))
< € : by exact epos },

{ have h4 : abs (s n) > 0,
by exact abs pos iff.mpr h3,
clear h3,
have h5 : abs (s n) * abs (t n - 0) < abs (s n) * (¢ / B),
by exact mul 1t mul of pos left hl h4,
have h6 : abs (s n) * (¢ / B) <B * (¢ / B),
by exact mul 1t mul of pos right h0 poso,
have h7 : B # 0,
by exact ne of gt Bpos,
have h8 : B * (¢ / B) = g,
calc B * (¢ / B) = (B *B*') * € : by ring
. =1%*¢ : by rw mul _inv cancel h7
. = € : by exact one_mul g,
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have h9 : abs (s n) * abs (tn - 0) <B * (¢ / B),
by exact gt.trans h6 h5,
rw h8 at h9,
assumption },
end

-- Prueba

0,
B,
B >

vy}
ie]
Qo
0n
m © M
~N AV

0,

hO : abs (s n) < B,
hl : abs (tn - 0) <e/ B
 abs (s n) * abs (t n - 0) < ¢
>> by cases h3 : s n =0,
| h3 : s n=20
| - abs (s n) * abs (t n - 0) < ¢
| >> { calc abs (s n) * abs (t n - 0)
[ >> =abs 0 * abs (t n - 0) : by rw h3
|
I
I

>> =0 * abs (t n - 0) : by rw abs zero
>> ... =0 : by exact zero mul (abs (t n - 0))
>> ... < € : by exact epos },

>> { have h4 : abs (s n) > 0,

>> by exact abs pos iff.mpr h3,

h4 : abs (s n) > 0
 abs (s n) * abs (t n - 0) < ¢
>> clear h3,
>> have h5 : abs (s n) * abs (t n - O0) < abs (s n) * (¢ / B),
>> by exact mul Ut mul of pos left hl h4,
h5 : abs (s n) * abs (t n - 0) < abs (s n) * (¢ / B)
F abs (s n) * abs (t n - 0) < ¢
>> have h6é : abs (s n) * (¢ / B) <B * (¢ / B),
>> by exact mul 1t mul of pos right hO poso0,
h6é : abs (s n) * (¢ / B) <B * (¢ / B)
F abs (s n) * abs (t n - 0) < ¢
>> have h7 : B # 0,
>> by exact ne of gt Bpos,
h7 : B #0
 abs (s n) * abs (t n - 0) < ¢
>> have h8 : B * (¢ / B) = ¢,
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>> calc B * (¢ / B) = (B *B-1) * € : by ring
>> =1*¢ : by rw mul inv cancel h7
>> . = € : by exact one mul ¢,

h8 : B* (¢ / B) = ¢
 abs (s n) * abs (t n - 0) < ¢
>> have h9 : abs (s n) * abs (t n - 0) <B * (¢ / B),
>> by exact gt.trans h6 h5,
h9 : abs (s n) * abs (t n - 0) <B * (¢ / B)
F abs (s n) * abs (t n - 0) < ¢
>> rw h8 at h9,
h9 : abs (s n) * abs (t n - 0) < ¢
 abs (s n) * abs (t n - 0) < ¢
>> assumption },
no goals

-- Comentarios: Se han usado los lemas

abs zero : abs 0 = 0

zero mul a : 0 * a =20

abs pos iff : 0 < abs a « a # 0

mul 1t mul of pos left : a<b-0<c-c*a<c*hbh
mul 1t mul of pos right : a<b->0<c-a*c<b*c
ne of gt : a>b->a#b

mul inv cancel : a # 0 - a * a1 =1

one mul a : 1 *a=a

gt.trans : a >b-b>c->a>c

:
+ + 4+ + + + + + o+

variables (b ¢ : R)

#check @abs pos iff  a

#check abs zero

#check @gt.trans  a b c

#check @mul _inv cancel  a

#check @mul 1t mul of pos left  abc
#check @mul 1t mul of pos right  a b c
#check @ne of gt a b

#check @one mul  a

#check @zero mul  a

lemma aux

(cs : converges to s a)

(ct : converges to t 0)

: converges to (A n, sn * tn) 0 :=
begin

intros € €pos,

dsimp,
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en

ct :
 converges to (A (n : N), s n * tn) 0

g &

p
|_

=

No :

B

he :

-

rcases exists abs le of converges to cs with (No, B, ho),

have Bpos : 0 < B,

from 1t of le of 1t (abs nonneg )

have pose : € / B > 0,
from div_pos epos Bpos,
cases ct  pose with Ni hi,

use [max Ne Ni],
intros n hn,
have hn® : n = Noe,

{ exact le _of max le left hn },
specialize he n hno,
have hnl : n = N1,

{ exact le of max le right hn },
specialize hi n hnl,
clear cs ct hn hn@ hnl a Ne N1,
calc

abs (s n*tn- 0)
=abs (sn* (tn-0))

: by { congr, ring }

abs (s n) * abs (t n - 0)

: by exact abs mul (s n)

(hoe No (le refl )),

(tn - 0)

: by exact aux 11 B € €pos Bpos pose n he hi,

d

Prueba

: converges to s a,
converges to t 0

>> intros € gpos,
R,

n=N-abs ((A (n:N),

n=N-abs (sn*tn-20) < ¢

n=N-abs (sn*tn-20) < ¢

sn*tn)n-20)<z¢

os : € >0

i (N :N), VYV (n:N),

>> dsimp,

i (N :N), YV (n:N),

>> rcases exists abs le of converges to cs with (Ne, B, ho),
N,

! R,
V(n :N), Ne =n - abs (s n) <B

i (N :N), Y (n :N),
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>> have Bpos : 0 < B,
>>  from Ut of le of lt (abs nonneg ) (ho No (le refl 1)),
Bpos : 0 < B
3 (N:N), V(n:N), n=N->abs (sn*tn-20)c<z¢
>> have pose : € / B > 0,
>> from div_pos &pos Bpos,
pose : € / B >0
3 (N:N), V(n:N), n=N->abs (sn*tn-20)c<z¢
>> cases ct  poso with Ni hi,
Nz : N,
h: : Y (n :N), n=N:-abs (tn-0) <eg/B
3 (N:N), YV(n:N), n=N-abs (sn*tn-20)<z¢e
>> use [max No Ni],
Y (n:N), n=max Ne N1 - abs (s n *tn-20) <z¢
>> intros n hn,
n: N,
hn : n = max Ne N1
Fabs (sn*tn-0)<e¢
>> have hn@ : n = No,
>> { exact le of max le left hn },
hn@ : n = No
Fabs (sn*tn-0) < ¢
>> specialize ho n hnO,
he : abs (s n) < B
Fabs (sn*tn-0) <¢
>> have hnl : n = Nz,
>> { exact le of max le right hn },
hnl : n = N:
Fabs (sn*tn-0)<z¢
>> specialize hi n hnl,
h: : abs (tn-0) <eg /B
Fabs (sn*tn-0) < ¢
>> clear cs ct hn hn@ hnl a Ne N1,

>> calc

>> abs (s n*tn-0)

>> =abs (sn* (tn-0))

>> : by { congr, ring }

>> ... =abs (s n) * abs (t n - 0)

>> : by exact abs mul (s n) (t n - 0)

>> oo S &

>> : by exact aux 11 B € gpos Bpos pose n he hi,
no goals
=/

-- Comentarios: Se han usado los lemas
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abs mul : abs (a * b) = abs a * abs b
abs nonneg a : O < abs a

div pos : 0 <a-0<b-0<a/b

le of max le left : max a b =sc - a =c¢
le of max le right : max a b = c - b = ¢
It of le of It : a=sb-b<c-a<c

+ + + + + +

-- Comprobacién:

variables (b c : R)

#check @lt_of le of 1t  a b c
#check @abs nonneg  a

#check @div pos  a b

#check @le of max le left  a b c
#check @le of max le right @ a b c
#check abs mul

m Convergencia del producto

-- Ejercicio. Demostrar el limite del producto de dos sucesiones
-- convergentes es el producto de sus limites.

import .Definicion de convergencia

import .Convergencia de la funcion constante

import .Convergencia de la suma

import .Convergencia del producto por una constante
import .Acotacion de convergentes

import .Producto por sucesion convergente a cero
import tactic

variables {s t : N - R} {a b : R}

theorem converges to mul
(cs : converges to s a)
(ct : converges to t b)
converges to (A n, sn * tn) (a*b) :=
begin
have hi1 : converges to (A n, sn * (tn-Db)) O,
{ apply aux cs,
convert converges to add ct (converges to const (-b)),
ring },
convert (converges to add h: (@converges to mul const s a b cs)),
{ ext,
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ring },
{ ring },
end

-- Prueba

st :N->-R,

cs : converges to s a,
ct : converges to t b
+ converges to (A (n : N), s n* tn) (a *b)
>> have hi : converges to (A n, sn* (tn- b)) 0,
| - converges to (A (n : N), sn* (tn-b)) 0O
[ >> { apply aux cs,
| - converges to (A (n : N), t n - b) 0
| >>  convert converges to add ct (converges to const (-b)),
| O =b+ -b
| >> ring },
hi : converges to (A (n : N), sn* (tn - b)) 0
 converges to (A (n : N), s n* tn) (a * b)
>> convert (converges to add hi: (@converges to mul const s a b cs)),
| (A (n:N), sn*tn)=A(n:N), sn* (tn-b>b)+b*sn
>> { ext,

X
Fsx*tx=sx%*(tx-b)+b*sx
>>  ring },
Fa*b=0+0b*a
>> { ring },
no goals
=/

m Unicidad del limite

-- Ejercicio. Demostrar la unicidad de los limites de las sucesiones
-- convergentes.

import .Definicion de convergencia

open locale classical
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theorem converges to unique
{s : N - R}
{a b : R}
(sa : converges to s a)
(sb : converges to s b)
ta=>b :=
begin
by contradiction abne,
have : abs (a - b) > 0,
{ apply abs pos of ne zero,
exact sub ne zero of ne abne },
let € := abs (a - b) / 2,
have epos : € > 0,
{ change abs (a - b) / 2 >0,
linarith },
cases sa € epos with Na hNa,
cases sb € gpos with Nb hNb,
let N := max Na Nb,
have absa : abs (s N - a) < g,
{ specialize hNa N,
apply hNa,
exact le max left Na Nb },
have absb : abs (s N - b) < g,
{ specialize hNb N,
apply hNb,
exact le max right Na Nb },
have : abs (a - b) < abs (a - b),
calc abs (a - b)

= abs ((a - s N) + (s N - b))
< abs (a - s N) + abs (s N - b)
= abs (s N - a) + abs (s N - b)
<€+ €
... =abs (a - b)
exact lt irrefl  this,

end

-- Prueba

/_

s : N>R,

ab: R,

sa : converges to s a,
sb : converges to s b
Fa=»>

{congr, ring}

apply abs add le abs add abs

rw abs sub

exact add 1t add absa absb
exact add halves (abs (a - b)),
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>> by contradiction abne,
abne : —a = b
- false

>> have : abs (a - b) > 0,
| - abs (a - b) >0

[ >> { apply abs pos of ne zero,

| Ha - bz0

| >> exact sub ne zero of ne abne },

this : abs (a - b) > 0
 false

>> let € := abs (a - b) / 2,
€e:R:=abs (a -b) /2
- false

>> have €pos : € > 0,
| e >0

| >> { change abs (a - b) / 2 > 0,

| - abs (a - b) /2 >0
| >> linarith },
Epos : € > 0
- false
>> cases sa € gpos with Na hNa,
Na : N,

hNa : VY (n : N), n=Na - abs (s n - a) < €

 false
>> cases sb € egpos with Nb hNb,
Nb : N,

hNb : ¥V (n : N), n=Nb - abs (s n - b) <&

- false

>> let N := max Na Nb,
N : N := max Na Nb
- false

>> have absa : abs (s N - a) < g,

| Habs (s N - a) < ¢
| >> { specialize hNa N,

| hNa : N = Na - abs (s N - a) < ¢

| Habs (s N - a) < ¢
| >> apply hNa,
| N = Na

| >> exact le max left Na Nb },

absa : abs (s N - a) < ¢
+ false

>> have absb : abs (s N - b) < g,

| Fabs (s N -b) <e
| >> { specialize hNb N,

| hNb : N = Nb - abs (s N - b) < ¢
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| - abs (s N - b) < ¢

N =Nb - abs (s N - b) < ¢
exact le max right Na Nb },

have : abs (a - b) < abs (a - b),

((a - sN) + (sN -b)) : by {congr, ring}

(a - s N)
(s N - a)
£

(a - b)

+ abs (s N - b) : by apply abs add le abs add abs
+ abs (s N - b) : by rw abs sub
: by exact add lt _add absa absb
: by exact add halves (abs (a - b)),

- b) <abs (a - b)

_irrefl _ this,

| >> apply hhb,
| hNb :
[ >>
absb : abs (s N - b) < ¢
- false
>>
>> calc abs (a - b)
>> = abs
>> < abs
>> = abs
>> . < €+
>> ... = abs
this : abs (a
- false
>> exact lt
no goals
=/

-- Comentario: Se han usado los lemas

-- + abs add le abs add abs a b : abs (a + b) < abs a + abs b
-- + abs pos of ne zero : a # 0 - 0 < abs a

-- + abs sub ab : abs (a - b) = abs (b - a)

-- + add halves a : a/ 2 +a/ 2 =a
--+add lt add : a<b-c<d-a+c<b+d
-- + le max left a b : a=<=max a b

-- + le max right a b : b = max a b

-- + sub ne zero of ne : a#b->a-b=z0

-- Comprobacién:

variables (a b c d : R)

#check @abs pos of ne zero  a

#check @sub ne zero of ne  ab

#check @le max left  a b

#check @le max right  a b

#check @abs add le abs add abs @ a b

#check @abs sub  a b

#check @add 1t add a b c d

#check @add halves  a
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Conjuntos y funciones

En este capitulo se muestra el razonamiento con Lean sobre las opera-
ciones conjuntistas y sobre las funciones.

4.1. Conjuntos

m Monotonia de la interseccion

-- Ejercicio. Demostrar si
sct
-- entonces

import tactic

variable {a : Type*}
variables (s t u : set a)

open set

-- 12 demostracion

example

(h : s gt
cshjuldtifu:=
begin

rw subset def,

249
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rw inter def,
rw inter def,
dsimp,
rw subset def at h,
rintros x (xs, xu),
split,
{ exact h x xs },
{ exact xu },

end

-- Prueba

snuctnu
>> rw subset def,

FY (x:a), xEsnu-x€Etnu
>> rw inter def,

FY (x:a), x€{fa:a| a€snNac€u}
>> rw inter def,

FY (x:a), x€{fa:a| a€snac€u}
>> dsimp,

FY (x:a), XESANXEuU->XETANXEU
>> rw subset def at h,

h:V (x:a), XxX€s->x€t

FVY(x:a), xXESANXEuUu->XETANXEU
>> rintros x (xs, xu),

X ! a,

Xs : X €5

Xu @ X €U

FX€EtANXEuU

XEtnu

{

4

X €{a:a| a€tanac€u}

’

>> split,
| Fx €t
| >> { exact h x xs },
FXx Eu
>> { exact xu },
no goals
=/

-- 22 demostracion
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example
(h :sgt)

CsHuBtRu =

begin

rw [subset def, inter def, inter def],

dsimp,

rw subset def at h,
rintros x (xs, xu),
exact (h  xs, xu),

end

-- Prueba

Fsnuctnu > rw [subset def, inter def, inter def],

>> dsimp,

FVY (x:a), XESANXEUu->XETANXEuU
>> rw subset def at h,

h:VY (x:a), xX€s->x€ETt

FY (x:a), XESANXEuUu->XETANXEuU
>> rintros x (xs, xu),

X ! Q,
Xs ! X € s,
Xu : X €Eu
FXEtANXEuU

>> exact (h _ xs, xu),

no goals
=/

-- 32 demostracion

example
(h : sldt)

: s |n| U_E thu:=

begin

simp only [subset def, mem inter eq] at *,
rintros x (xs, xu),
exact (h  xs, xu),

end
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-- Prueba

snuctnu

>> simp only [subset def, mem inter eq] at *,
h:VY (x:a), xX€s->x€ETt
FY (x:a), XESANXEuUu->XETANXEuU

>> rintros x (xs, xu),
X ! a,
XS ! X €s
Xu @ X €U
FXEtANXEuU

>> exact (h _ xs, xu),
no goals
=/

’

-- 42 demostracion

example
(h : sldt)
snugthu:=
by finish [subset def, mem inter eq]

-- 52 demostracion

example

(h : sldt)

cshugthu:=
begin

intros x xsu,

exact (h xsu.l, xsu.2),
end

-- Prueba
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stu: seta,
h:sct
Fsnuctnu
>> intros x xsu,
X ! a,
Xsu : X € snu
FXx€Etnu
>> exact (h xsu.1l, xsu.Z2),
no goals
=/

-- Comentario: La tdctica *intro* aplica una *reduccién definicional*

-- expandiendo las definiciones.

-- 62 demostracion

example (h : s|dt) : sphuldt I

by exact A X (xs, xu), (h xs, xu)

-- 72 demostracion

lemma monotonia
:St)
snugthlu

A X (xs, xu), (h xs, xu)

-- 82 demostracion

example
(h : s gt

snugthu:=

inter subset inter left u h

-- Comentario: Se han usado los lemas
-- + inter def : snt={a: a| a€sAac€t}

-- + inter subset inter left : sc t->snuctnu
-- + mem inter eq x st : xX €Esnt=(x €sAXET)

-- + subset def : sct=VY (x : a), xX€Es->x €t

-- Comprobacién:
variable (x : a)
#check @subset def s t
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#check @inter def s t
#check @mem inter eq x s t
#check @inter subset inter left s t u

m Distributiva de la interseccion

import tactic

variable {a : Type*}
variables (s t u : set a)

-- Ejercicio. Demostrar que
-- sn(tuu) € (snt)u(snu)

-- 12 demostracion

example : s (t Ju)ld (shlt) |y (su) :=

begin
intros x hx,
have xs : x E s := hx.1,
have xtu : X E t ! u := hx.2,
cases xtu with xt xu,
{ left,
show x g s  t,
exact (xs, xt) },
{ right,

show x |§ s  u,

exact (xs, xu) },

end

-- Prueba

a : Type u 1,

stu: set «a

Fsn(tuu) Ssntusnu
>> intros x hx,

X ! a,

hx : x € s n (tuu)
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FXEsntusnu

>> have xs : x € s := hx.1,
Xs : X €5
Fx€sntusnu

>> have xtu : X € t U u := hx.2,
F xtu : x €Et Uuu

>> cases xtu with xt xu,
| xt : x €t
| FXxX E€Esntusnu
[ >> { left,
| HFx Esnt
| >> show x € s n t,
| HFx Esnt
| >> exact (xs, xt) },
Xu @ xX €U
FXEsntusnu

>> { right,
FX€Esnu

>> show x € s n u,
FXx €snu

>> exact (xs, xu) },
no goals
=/

-- 22 demostracion

example : s | (t Yu)ld (shlt) |y (su :=

begin
rintros x (xs, xt | xu),
{ left,
exact (xs, xt) },
{ right,
exact (xs, xu) },

end

-- Prueba

a : Type u 1,

stu: set a

Fsn(tuu) Ssntusnu
>> rintros x (xs, xt | xu),

| x : a,
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| xs : x € s,

| xt : x €t

| FXxX E€Esntusnu
| >> { left,

| Fx €snt
| >> exact (xs, xt) },
Xu : X €u
FXE€Esntusnu

>> { right,
FX€Esnu

>> exact (xs, xu) },
no goals
=/

-- 32 demostracion

example : s (t Ju)ld (shlt) |y (su :=

begin
rw set.inter distrib left,
end

-- Ejercicio. Demostrar que
- - (snt)u(snu) csn (tuu)

example : (s t) U (s u) [ds (tu :=

begin
rintros x ((xs,xt) | (xs,xu)),
{ split,
{ exact xs },
{ left,
exact xt }},
{ split,
{ exact xs 1},
{ right,
exact xu }},
end

-- Prueba
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a : Type u 1,
stu: set a
F(snt)u(snu)<csn(tuu)

>> rintros x ((xs,xt) | (xs,xu)),
| x ! a,
| xs : x € s,
| xt : x €t
| Hx € sn (tuu)
| >> { split,
| | Fx €s
[ | >> { exact xs },
| | Fx €Etuu
| | >> { left,
| | Fx €t
| | >> exact xt }},
X ! a,

;! X € s,

Xu : X €u
FX€sn (tuu)

>> { split,
| Hx € s
[ >> { exact xs },
FXx €Etuu

>> { right,
FXx Eu

>> exact xu }},
no goals

-/

m Diferencia de diferencia

-- Ejercicio. Demostrar que
- - (s\ t) \ucs |\ (tuu)
import tactic

variable {a : Type*}
variables (s t u : set a)

-- 12 demostracion
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example : (s N t) Nulds|N (t[u :=

begin
intros x xstu,
have xs : x [ s := xstu.1.1,
have xnt : x | t := xstu.1.2,
have xnu : X E u := xstu.2,
split,
{ exact xs 1},
{ dsimp,
intro xtu,
cases xtu with xt xu,
{ show false,
from xnt xt },
{ show false,
from xnu xu }},
end

-- Prueba

a : Type u 1,
stu: set a
Fs\|\tlugcs | (tuu)
>> intros x xstu,
X ! a,
xstu : x€s |\ t |l u
Fx €s | (tuu)
>> have xs : x € s != xstu.1.1,
Xs : X €s
Fx €s |\ (tuu)
>> have xnt : x ¢ t := xstu.1.2,

xnt : x ¢ t
Fx €s | (t uu)
>> have xnu : x & u := xstu.2,

xnu : x € u

Fx€s | (tuu)
>> split,

| Hx €s

| >> { exact xs },

F (A (a:a), a¢&tuu)x
>> { dsimp,

F-(x €Et Vv XxEu)
>> intro xtu,
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xtu : x €t vxe€Eu
- false

>> cases xtu with xt xu,
| xt : x €t
| - false
| >> { show false,
| - false
[ >> from xnt xt },
Xu @ X €U
 false

>> { show false,
 false

>> from xnu xu }},
no goals
=/

-- 22 demostracion

example : s Nt Nulds N (tyu) :=

begin
rintros x ((xs, xnt), xnu),
use Xxs,
rintros (xt | xu),
{ contradiction },
{ contradiction },
end

-- Prueba

a : Type u 1,

s tu: seta

Fs\tlucs | (tuu)
>> rintros x ((xs, xnt), xnu),

X ! a,

xnu : x ¢ u,

Xs ! X € s,

xnt : x € t

FXx €s | (tuu)
>> yse Xxs,

F (A (a:a), a¢&tuu)x
>> rintros (xt | xu),

| xt : x €t
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| + false
| >> { contradiction },
Xu : x €u
I false

>> { contradiction },
no goals
=/

-- 32 demostracion

example : s N tNulds N (tyu) :=

begin

rintros x ((xs, xnt), xnu),

use Xxs,

rintros (xt | xu); contradiction
end

-- Ejercicio. Demostrar que
- - s\ (tuvu) c (s t)\u

example : s \| (t Ju)[d (s Nt)Nu:=

begin
rintros x (xs, xntu),
use xs,
{ intro xt,
exact xntu (or.inl xt) },
{ intro xu,
apply xntu (or.inr xu) },

-- Prueba

a : Type u 1,

stu: set «a

Fs| (tuu) cs |\ tlu
>> rintros x (xs, xntu),

X ! a,

Xs ! X € s,
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xntu : x € t uu
Fx€s | t\lu
>> yse Xxs,
| - (A (a:a), a¢t)x
| >> { intro xt,
| xt : x €t
| - false
| >> exact xntu (or.inl xt) },
F (A (a: a), a & u)x
>> { intro xu,
Xu : X €u
- false
>> apply xntu (or.inr xu) },
no goals
=/

s Conmutativa de la interseccién

-- Ejercicio. Demostrar que
-- snt=tns

import tactic

open set

variable {a : Type*}
variables (s t u : set a)

-- 12 demostracion

example : st =t s :=
begin
ext x,
simp only [mem inter eq],
split,
{ rintros (xs, xt),
exact (xt, xs) },
{ rintros (xt, xs),
exact (xs, xt) },
end
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-- Prueba

a : Type u 1,
st: seta
Fsnt=tns
>> ext X,
X ! a
FXEsntexe€Etns
>> simp only [mem inter eq],
FXESANXETLToeXxETLANXES
>> split,
| FxX €EsAXxELt->XxETLANXES
| >> { rintros (xs, xt),
| xs : x € s,
| xt : x €t
| Fx Et AXESs
| >> exact (xt, xs) },
FXEtANXES->XESAXET
>> { rintros (xt, xs),
xt @ x € ¢,
XS : X €5
FX€EsANXxET
>> exact (xs, xt) },
no goals
=/

-- Comentarios:

-- 1. La tactica (ext x) transforma la conclusidén (s = t) en
-- (x €Es o x € t).

-- 2. Se ha usado el lema

- - + mem inter eq x st : X €snt=(x€s AxETL)

-- Comprobacién:
variable (x : a)

#check @mem inter eq x s t

-- 22 demostracion

example : st =1ths :=
ext E A X, (A (xs, xt), (xt, xs), A (xt, xs), (xs, xt))

N

-- Comentario: La notacién 'f $ ...  es equivalente a 'f (...)
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-- 32 demostracion

example : st =1ths :=
by ext x; simp [and.comm]

-- 42 demostracion

example : st =1ts
inf comm

-- 52 demostracion

example : st =1tfs
begin
apply subset.antisymm,
{ rintros x (xs, xt),
exact (xt, xs) },
{ rintros x (xt, xs),
exact (xs, xt) },
end

-- Prueba

a : Type u 1,
st : set «a
Fsnt=tns
>> apply subset.antisymm,
Fsntctns
>> { rintros x (xs, xt),

X X

|

|

|

| xs : x € s
| xt : x €t
| Fx €tns
|

|_

’

X

>> exact (xt, xs) },
tnscsnt
>> { rintros x (xt, xs),
X ! a,
Xt : xX € t,
Xs : X €5
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Fx €snt

>> exact (xs, xt) },
no goals
=/

» |dentidades conjuntistas

-- Ejercicio. Demostrar que
-- sni((sut)=s
import tactic

open set

variable {a : Type*}
variables (s t u : set a)

example : s n (s Y t) =s :=

begin

apply subset.antisymm,

{ rintros x (xs, ),
exact xs },

{ rintros x xs,
split,
{ exact xs 1},
{ apply mem union left,

exact xs }},

end

-- Prueba

/-

a @ Type u 1,

st: seta
Fsn(sut)=s

>> apply subset.antisymm,
| Fsn(sut)cs
| >> { rintros x (xs, ),
| g @,
| xs : x € s,
| a right : x € s u t

X
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| Fx €s
| >> exact xs },
Fscsn(sut)

>> { rintros x xs
X ! a,
Xs : X €s
F X €E€sn (sut),

>> split,
| Fx € s
[ >> { exact xs },
FXx €E€Esut

>> { apply mem union left,
FXx €Es

>> exact xs }},
no goals

-- Ejercicio. Demostrar que
-- SU(snt)=s

example : s U (s i t) = s :=
begin
apply subset.antisymm,
{ rintros x (xs | (xs,xt)),
{ exact xs },
{ exact xs }},
{ rintros x xs,

left,

exact xs },
end
-- Prueba
/_

a : Type u 1,
st : set «a
Fsusnt-=s

>> apply subset.antisymm,
| Fsusntcs

>> { rintros x (xs | (xs,xt)),

|
| | x : a,
| | xs : x € s
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| | Hx €s

| | >> { exact xs },
| x

| xs : x € s,

| xt : x €t

|  x

| >> { exact xs }},
Fscsusnt

>> { rintros x xs,
X ! a,
Xs ! X € s
FXEsuUusnt

>> left,
F X € s

>> exact xs },
no goals

-- Ejercicio. Demostrar que
-- (s\ t)ut=sut

example : (s \ t) Ut=s]t

begin
ext x,
split,

{ rintros ((xs, xnt) | xt),

{ left,
exact xs },
{ right,
exact xt }},
rintros (xs | xt),
{ classical,
by cases xt : x E t,

{ right,
exact xt },
{ left,
exact (xs, xt) }},
{ right,
exact xt },

end



4.1. Conjuntos 267

-- Ejercicio. Demostrar que
-- (sVt)u(tls)=(sut)l (snt)

example : (s N t) U (tNs)=(syt)N (spt):=

begin
apply subset.antisymm,
{ rintros x ((xs,xnt) | (xt,xns)),
{ split,
{ exact mem union left t xs },
{ intro h,
apply xnt,
exact mem of mem inter right h }},
{ split,
{ exact mem union right s xt },
{ intro h,
apply xns,
exact mem of mem inter left h }}},
{ rintros x (xs | xt,xnst),
{ left,
split,
{ exact xs },
{ intro h,
apply xnst,
exact mem sep xs h }},
{ right,
split,
{ exact xt },
{ intro h,
apply xnst,
exact mem sep h xt }}},
end

-- Prueba

a : Type u 1,

st : set «a

Fsltutls=(sut)l (snt)
apply subset.antisymm,

| sl tut)lsc(sut)l (snt)

| { rintros x ((xs,xnt) | (xt,xns)),

| | x : a,
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T - — — — —

| xs : x € s,
| xnt : x € t
| Fx € (sut) |l (snt)
I { split,
| | Fx €Esut
| | { exact mem union left t xs },
| (A (a :a), a¢snt)x
[ { intro h,
| h : x€snt
| - false
I apply xnt,
| mx €t
| exact mem of mem inter right h }},
X ! a,
Xt : x € t,
xns : x & s
FXx€E(sut)l (snt)
{ split,
| Fx €Esut
| { exact mem union right s xt },
F (A (a:a), aé¢&snt)x
{ intro h,

h:x€snt
I false

apply xns,
F X €Es

exact mem_of mem inter left h }}},
(sut)|l (snt)cs | tut)|s
{ rintros x (xs | xt,xnst),
X ! Q,

| { exact xs },
F(A(a:a), aé¢t)x

{ intro h,
h: x €t
 false

apply xnst,
FXxX€Esnt
exact mem _sep xs h }},
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Fx€s |\ tut)| s
{ right,
Fx et s
split,
| Hx €t
| { exact xt },
F(A(a: a), as)x
{ intro h,
h: x€s
 false

apply xnst,
FXxX€Esnt

exact mem _sep h xt }}},
no goals
=/

#lint

m Unidn de pares e impares

-- Ejercicio. Ejercutar las siguientes acciones

-- 1. Importar la libreria data.set.basic data.nat.parity

-- 2. Abrir los espacios de nombres set y nat.

import data.set.basic data.nat.parity

open set nat

def evens : set N := {n | even n}
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-- Ejercicio. Demostrar la unidén de los pares e impares es el universal.

example : evens U odds = univ :=
begin

rw [evens, odds],

ext n,

simp,

apply classical.em,
end

-- Prueba

F evens U odds = univ
>> rw [evens, odds],

F{n : N | n.even} u {n : N | =-n.even} = univ
>> ext n,

n: N

Fne€d{n:N| neven} u {n : N | -n.even} o n € univ
>> simp,

F n.even vV -n.even
>> apply classical.em,

no goals

=/

-- 22 demostracion

example : evens ! odds = univ :=
begin

ext n,

simp,

apply classical.em,
end

-- Prueba

 evens U odds = univ
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>> ext n,

n: N

 n € evens U odds o n € univ
>> simp,

 n € evens Vv n € odds
>> apply classical.em,

no goals

=/

= Pertenencia al vacio y al universal

import tactic

open set

example (x : N) : x E (H : set N)
not false

example (x : N) (h : x [ (g : set N)) : false :=

example (x : N) : x [§ (univ : set N) :=
trivial

= Primos mayores que dos

import data.nat.prime data.nat.parity tactic
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open set nat

example : {n | primen } W {n | n>2}d{n| -evenn} :=
begin
intro n,
simp,
intro nprime,
cases prime.eq two or odd nprime with h h,
{ rw h,
intro,
linarith },
{ rw even iff,
rw h,
norm_num },
end

-- Prueba

F{n : N | n.prime} n {n : N | n>2} < {n : N | -n.even}
>> intro n,
n: N
Fne€+d{n:N | nprime} n {n : N | n>2} >n € {n : N | -n.even}
>> simp,
F n.prime - 2 < n - -n.even
>> intro nprime,
nprime : n.prime
2 < n - -n.even
>> cases prime.eq two or odd nprime with h h,
h n=2
2 < n - -n.even
>> { rw h,
F2 <2 - -2.even
>> intro,
a 2 <2
F —=2.even
>> linarith },

2 < n - -n.even
>> { rw even iff,
F2<n--n%2=0
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>> norm_num },
no goals
-/

-- Comentario: Se han usado los lemas
-- + prime.eq two or odd : p.prime - p =2V p %2 =1
-- + even iff : even n e n % 2 =0

variables (n p : N)
#check @prime.eq two or odd p
#check @even iff n

m Ejemplos con cuantificadores acotados

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la libreria data.nat.prime data.nat.parity

-- 2. Abrir el espacio de nombres nat.

-- 3. Declarar s como variable sobre conjuntos de numeros naturales.

import data.nat.prime data.nat.parity -- 1
open nat -- 2
variable (s : set N) -- 3

-- Ejercicio. Demostrar que si los elementos de s no son pares y si los
-- elementos de s son primos, entonces los elementos de s no son pares
-- pero si son primpos.

example

(ho : V x E s, - even X)

(hy : V x s, prime x)

: V x s, - even x A prime x :=
begin

intros x xs,

split,

{ apply he x xs },

{ apply hi x xs },
end

-- Prueba
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/-
s : set N,
he : VYV (x : N), x € s - —x.even,
hs :'V (x : N), x € s > x.prime
FV (x:N), x €s »> -x.even A x.prime
>> intros x Xxs,
x N,
XS ! X €5
F -x.even A X.prime
>> split,
| - —x.even
| >>{ apply he x xs },
F X.prime
>> { apply hi1 x xs },
no goals
=/

-- Comentario: La tdctica (intros x xs) si la conclusién es (V y € s, P y)
-- y una hipétesis es (s : set a), entonces ahade las hipdétesis (x : a)
-- y (xs : x € s) y cambia la conclusién a (P x).

-- Ejercicio. Demostrar que si s tiene algln elemento primo impar,
-- entonces tiene algun elemento primo.

example
(h : 3 x§s, ~ even x A prime x)
1 x| s, prime x :=

begin
rcases h with (x, xs, , prime x),
use [x, xs, prime x],

end

-- Prueba

/_

s : set N,

h:3 (x:N) (H: x €s), ~x.even N x.prime
3 (x:N) (H: x €s), x.prime
>> rcases h with (x, xs, _, prime x),
XS ! X €5,
h h h left : -x.even,
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prime x : X.prime
3 (x:N) (H: x €5s), x.prime

>> use [x, Xs, prime x],

no goals

-/

-- Comentarios:
-- 1. La tactica (cases h with (x, xs, hl, h2)) si la

hipétesis es (3 y € s, Py n Q y) y una hipdtesis es (s : set a),
entonces quita h y afade las hipétesis (x : s), (hl : P x) y
(h2 : Q x).
2. La tdctica (use [x, xs, h]) resuelve la conclusidn
(3 x €Es, Px) si xs es una prueba de (x € s) y h lo es de (P x).

m Ejercicios con cuantificadores acotados

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la libreria data.nat.prime data.nat.parity

-- 2. Abrir el espacio de nombres nat

-- 3. Declarar s y t como variables sobre conjuntos de numeros naturales.
-- 4. Declarar el hecho (ssubt : s c t)

-- 5, Afdadir ssubt como hipdétesis de la teoria.

import data.nat.prime data.nat.parity --
open nat --
variables (s t : set N)

variables (ssubt : s id t) -

include ssubt --

-- Ejercicio. Demostrar que si

VX €t, -~ even x
V x € t, prime x

-- entonces

V x €s, -~ even x N prime x

example

(ho : V x E t, - even Xx)
(h1 : V x E t, prime x)
V¥V x E S, - even X A prime x :=

begin
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intros x xs,

split,

{ apply he x (ssubt xs) },
{ apply hi x (ssubt xs) 7},

end

-- Prueba
/-

st : set N,

ssubt : s ¢ t,
he : VY (x : N), x € t - —~x.even,
h: :'V (x : N), x €t > x.prime
FVY (x:N), x €s »> -x.even A x.prime
>> intros x xs,
x N,
XS ! X € s
F -x.even A X.prime
>> split,
| F —x.even
| >> { apply he x (ssubt xs) },
F X.prime
>> { apply h: x (ssubt xs) },
no goals

-- Ejercicio. Demostrar que si

- - 1 x €Es, - even x A prime x
-- entonces

- - 1 x €t, prime x

example
(h : 3 x E s, = even x A prime x)
I x|g t, prime x :=

begin
rcases h with (x, xs, , px),
use [x, ssubt xs, pxl],

end

-- Prueba
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/_

st : set N,

ssubt : s ¢ t,

h:3 (x:N) (H: x €5s), ~x.even N x.prime

3 (x:N) (H: x €t), x.prime
>> rcases h with (x, xs, _, px),

x N,

XS ! X € s,

h h h left : -x.even,

px : X.prime

3 (x:N) (H: x €t), x.prime
>> yse [x, ssubt xs, px],

no goals

=/

m Ejemplos de uniones e intersecciones generales

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones
1. Importar la libreria tactic
2. Abrir el espacio de nombres set
3. Declarar u y v como variables de universos.
-- 4. Declarar a como una variable de tipos en u.
5. Declarar I como una variable de tipos en v.
6. Declarar A y B como variables sobre funciones de I en a.
7. Declarar s como variable sobre conjuntos de elementos de a.

import tactic -- 1
open set -- 2
universes u v -- 3
variable (a : Type u) -- 4
variable (I : Type v) -- 5
variables (A B : I - set a) -- 6
variable s : set «a -- 7

-- Ejercicio. Demostrar que
- - sn(Yyi, Ai) =1, (Ains)

example : s|n (i, A i) =i, (Adifs) :=

begin
ext x,
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simp only [mem inter eq, mem Union],
split,
{ rintros (xs, (i, xAi)),
exact (i, xAi, xs) },
{ rintros (i, xAi, xs),
exact (xs, (i, xAi)) },

-- Prueba

(snlU(i:I),Ai)=U(i:I),Ains

X Q
F(x€snl|(i:I),Ai)ex€]|(i:I),Ains
>> simp only [mem inter eq, mem Union],
F(x €s A3 (1:1I), x€EAI)eo(i:I), xXEAINXES-s
>> split,
F(x€sA3(i:I), x€AIi)-> (I (i:1I), x€E€EAIANXES)
>> { rintros (xs, (i, xAi)),

X : Q,
XS : X € s,
i:1I,

3 (i:I), x€EAINXESs
>> exact (i, xAi, xs) },

(3 (i : I), x€€EAIiANXES)>(x€EsAT(i:I), x€EAI
>> { rintros (i, xAi, xs),

X ! a,

i: 1,

XAl : x €A 1,

Xs ! X € s

Fx€s A3 (1:1I), x€EAI
>> exact (xs, (i, xAi)) },

no goals

=/

I
I
I
I
I
| xAi : x € A 1
I
I
|_

-- Comentario: Se han usado los lemas
-- + mem _inter eq: x €Eanb=(x €anNXx €EDb)
-- + mem Union : x € Union A » 3 (1 : I), x EA 1
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-- Comprobacién

variable x : a

variables (a b : set a)
#check @mem inter eq x a b
#check @mem Union a I x A

-- Ejercicio. Demostrar que
-- (i, AinB1i)=(Ni, A i) n () i, B i)

example : ([] i, Ai B i) = (i, Ai)j (oi, Bi) :=

begin
ext x,
simp only [mem inter eq, mem Inter],
split,
{ intro h,
split,
{ intro i,
exact (h i).1 },
{ intro i,
exact (h i).2 }},
{ rintros (hl1l, h2) i,
split,
{ exact hl i },
{ exact h2 i }},
end

-- Prueba

/
a : Type u,
I : Type v,
AB :1I- seta
F(( (i:I), AinBi)=((i:1I),Ai)n((i:1I), Bi
>> ext x,
X a
F(x€N(i:I), AinBi)ex€ () (i:1I),Ai)n( (i:1I), Bi
>> simp only [mem inter eq, mem Inter],
F (Y (i :I), x€EAIANXEBI)e (VW (i:I),x€AI1)ANY (i:1I), x€EBI
>> split,
| (VY (i : I), x€EAIANXEBIiI)->((V(i:I), x€AIi) ANV (i :1I), x€B 1)
| >> { intro h,
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h:V(i:I), x€AIiNXxEBI
(Y (i :I), x€AIi)aAY (i:I), x€EBIi
>> split,
FY (i:I), x€EAIi
>> { intro 1,

I
I
| 1 : 1T
| Fx €A1
| >> exact (h 1).1 },
VY (i:I), x€EBI
>> { intro 1,
i:1
Fx €EB 1
>> exact (h 1).2 }},

T T

((V (i :' I), x€A i) AV (i :1I), x€B1i)->VY (i:I), x€EAIiNXEBI1
>> { rintros (hl, h2) 1,

i: 1,

hl : VY (i :I), x €A 1,

h2 : ¥V (i : I), x€Bi

FXxXEAIANXEBI1

>> split,

| Hx €A1
| >> { exact hl 1 },
FXx EB 1

>> { exact h2 1 }},
no goals
=/

-- Comentario: Se han usado los lemas
-- + mem_inter eq: x Eanb = (x €Ea AN Xx €D)
-- + mem Inter : x € Inter A oV (1 : I), x €A 1

-- Comprobacidn
#check @mem inter eq x a b
#check @mem Inter a I x A

m Ejercicios de uniones e intersecciones generales

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones
Importar la libreria tactic

Abrir el espacio de nombres set

Declarar u y v como variables de universos.
Declarar a como una variable de tipos en u.
Declarar I como una variable de tipos en v.

1
G N WN R
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-- 6. Declarar A y B como variables sobre funciones de I en a.
-- 7. Declarar s como variable sobre conjuntos de elementos de a.
-- 8. Usar la légica clasica.

import tactic -- 1
open set -- 2
universes u v -- 3
variable (a : Type u) -- 4
variable (I : Type v) -- 5
variables (A B : I - set a) -- 6
variable s : set «a -- 7
open locale classical -- 8

-- Ejercicio. Demostrar que
-- su (i, Ai) =N1i, (A i vus)

example : s [U (] i, A i) =i, (Ailys) :=
begin
ext x,
simp only [mem union, mem Inter],
split,
{ rintros (xs | xI),
{ intro i,
right,
exact xs },
{ intro i,
left,
exact xI i }},
{ intro h,
by cases xs : x [ s,
{ left,
exact xs },
{ right,
intro i,
cases h i,
{ assumption },
{ contradiction }}},
end

-- Prueba
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b3

T V"

>

XS !

=

=

T v > N Q N

: Type u,

: Type v,

: I - set a,
: set «a
(sufl (1 :
>> ext X,

D a

(X €EsuUul(i:1I),Al)ex€ (i
>> simp only [mem union, mem Inter],
(x € s vy (i:
>> split,

F (x €s vy (i:
>> { rintros (xs | xI),
Xs : X € s

I

| VYV (i : I), x€EAIivVvxEs
| >> { intro 1,

| 2 - I

| FxX €EA IV XES

| >> right,

| Hx €s

| >> exact xs },

FVY (i:1I), x€AIVXESs

>> { intro 1,

i:1
FXEAIVXES

>> left,
FXx €A1

>> exact xI 1 }},

(V (i :' I), x€AIi1vVXES)->(x€EsvV (i:

>> { intro h,
:V (1 :1I), x€EAIvVXES-s
X€EsvyY (i:I), x€eEAIi

>> by cases xs : X € s,

Xs : X €s

FXx€svyV (i:1I), x€EAI
>> { left,

FXx €Es
>> exact xs },
x & s

X€EsvyY (i:I), xeAIi
>> { right,

V(i:1I), x€EAI1

>> intro 1,

0 I

I), x €A 1) oV (i:

I), x€ A1) -V (i:

I), Ai)=(i:1I), AiuUs

:I), Aius

I), x€EAivVvXxEs

I), x€EAivVvVXxE€Es

I), x €A 1)
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FXx €A1
>> cases h 1,
| h1:x€AI1
| Fx €A1
| > { assumption },
FXx €A1
>> { contradiction }}},
no goals
=/

m Ejemplos de uniones e intersecciones generales (2)

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la teoria data.set.lattice

-- 2. Importar la teoria data.nat.prime

-- 3. Abrir los espacios de nombre set y nat.

import data.set.lattice -- 1
import data.nat.prime -- 2
open set nat -- 3

def primes : set N := {x | prime x}

-- Ejercicio. Demostrar que
-- (U p € primes, {x | p~2 | x}) = {x | 3 p € primes, p~2 | x} :=

-- 12 demostracion

example : (U p g primes, {x | p2 [I| x}) = {x | 3 p |§ primes, p2 [I] x} :=
begin

ext,

rw mem bUnion iff,

refl,
end
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-- Prueba

F () (p:N) (H: p€primes), {x : N | p”~2 | x}) =
{x :N | 3 (p:N) (H: p € primes), p ~ 2 | x}
>> ext,
x : N
F(x €U (p:N) (H: p€primes), {x : N | p ™2 | x}) o
X€{x:N| 3 (p:N) (H: p€primes), p "~ 2 | x}
>> rw mem_bUnion iff,
F (3 (x1:N) (H: x1E€primes), x € {x : N | x1"2 | x}) e
XxX€{x:N| 3 (p:N) (H: p€primes), p "~ 2 | x}
>> refl,
no goals
=/

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- + mem _bUnion iff : y € (Y x €s, t x) e I X Es, y€tx

-- Comprobacion:
universes u v

variable a : Type u
variable B : Type v
variable s : set «a
variable t : a - set B

variable v : B
#check @mem bUnion iff a B s t vy

example : y || (U x s, t x) « 3 x[gs, yjgtx:=

mem bUnion iff

-- 22 demostracion

example : (U p [g primes, {x | p2 [I| x}) = {x | 3 p |§ primes, g2 [I] x} :

by { ext, rw mem bUnion iff, refl }

-- Ejercicio. Demostrar que
-- (U p € primes, {x | p*2 | x}) = {x | 3 p € primes, p~2 | x}

example : (U p [g primes, {x | p2 [I| x}) = {x | 3 p |g primes, g2 [I] x} :

by { ext, simp }



4.1. Conjuntos 285

-- Ejercicio. Demostrar que
-- (N p € primes, {x | = p | x}) € {x | x < 2}

example : (n p E primes, {x | = p []x}) E {x | x <2} :=
begin

intro x,

contrapose!,

simp,

apply exists prime and dvd,
end

-- Prueba

F () (p:N) (H: p€primes), {x : N | =p | x}) € {x : N | x < 2}

>> intro Xx,

: N

F(x€N(p:N) (H: p€primes), {x : N | =p | x}) - x € {x : N | x <2}
>> contrapose!,

Fx&{x:N| x<2}->(x&(p:N) (H: p € primes), {x : N | =-p | x})
>> simp,

F2<x-> (3 (x1:N), x1E€primes A x 1 | x)
>> apply exists prime and dvd,

no goals

=/

-- Comentario: Se ha aplicado el lema
-- + exists prime and dvd : 2 = n - (3 (p : N), p.prime A p | n)

variable n : N
#check @exists prime and dvd n

-- Ejercicio. Demostrar que
-- (U p € primes, {x | x = p}) = univ

example : (U p [g primes, {x | x = p}) = univ :=
begin

apply eq univ _of forall,

intro X,
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simp,
rcases exists infinite primes x with (p, pge, primep),
use [p, primep, pge],

end

-- Prueba

() (p:N) (H: p€primes), {x : N | x = p}) = univ
>> apply eq univ _of forall,
FY (x:N), xel (p:N) (H: p€primes), {x : N | x = p}
>> intro x,
x N
Fx €U (p:N) (H: p€primes), {x : N | x = p}
>> simp,
3 (i :N), I €primes A x =1
>> rcases exists infinite primes x with (p, pge, primep),
xp N,
pge : X = p,
primep : p.prime
3 (i :N), 1 €primes A x = 1
>> use [p, primep, pgel,
no goals
=/

-- Comentario: Se han usado los lemas
-- + eq univ _of forall : (V¥ x, x € s) » s = univ
-- + exists infinite primes : ¥ (n : N), 3 (p : N), n < p A p.prime

variable a : Type*
variable s : set «
#check @eq univ of forall a s
#check exists infinite primes

= Ejemplos de uniones e intersecciones generales (3)

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la libreria data.set.lattice

-- 2. Abrir el espacio de nombres set.

-- 3. Declarar a una variable de tipos.

-- 4. Declarar s una vabiable sobre conjuntos de conjuntos de elementos
-- de a.
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import data.set.lattice
open set

variable {a : Type*}
variable (s : set (set a))

-- Ejercicio. Demostrar que
-- Ue s = t Es, t

-- 12 demostracion

example : [Jo] s = J t |§s, t :

begin
ext x,
rw mem_bUnion iff,
refl,

end

-- Prueba

a : Type u 1,

s : set (set a)

F e s = (t: set a) (H:
>> ext X,

X ! «a

F X € Josex €l (t: seta) (H:

>> rw mem_bUnion iff,

t €5s),

F X € o se3d (x1: seta) (H:

>> refl,
no goals
=/

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- + mem _bUnion iff: y € ( x €s, t x) eI x Es, y €t x

-- 22 demostracion

example : [Jo] s = J t |§s, t :

x1€s), x€x1
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sUnion_eq bUnion

-- Ejercicio. Demostrar que
-- le s=Nte€Es, t

-- 12 demostracion

example:s=ts,t;=

begin
ext x,
rw mem bInter iff,
refl,

end

-- Prueba

a : Type u 1,

s : set (set a)

FNos=[(t:seta) (H: te€es), t
>> ext X,

X I a

FX€ENoeseoex €[ (t:seta) (H: tes), t
>> rw mem_bInter iff,

FX€ENoeseoV (x1:seta), x1€s->x©€x]I1
>> refl,

no goals

=/

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- + mem bInter iff : y € (| x €5s, t x) eVXxE€Es, y€etx

-- 22 demostracion

example : o s =[]t |gs, t :=

sInter eq bInter
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4.2. Funciones

m Preimagen de la interseccion

-- Ejercicio. Demostrar que
- - f 2" (unv)=f°Ff-"t"untf-1'"v

import data.set.function

universes u v

variable a : Type u
variable B : Type v
variable f : a - B
variables u v : set B

example : f | (ufv) = f ~[Juff - ]v:=

by { ext, refl }

= Imagen de la unién

-- Ejercicio. Demostrar que
-- f'" (sut)=(f"" s)u(f'"'t)

import data.set.function

universes u v
variable a : Type u
variable B : Type v
variable f : o - B
variables s t : set «a

example : f [ (s t) = (f[]s) | (fF[]t) :=

begin
ext vy,
split,
{ rintros (x, xs | xt, rfl),
{ left,
use [x, xs] },
{ right,
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{ rintros ((x, xs, rfl) | (x, xt,
{ use [x, or.inl xs] },
{ use [x, or.inr xt] }},

use [x, xt] }},

rfl)),

end

-- Prueba

/

a : Type u,

B : Type v,

f:a-2p,

st : set «a

Ef'" (sut)=Ff""suf'"t
>> ext y,

y !

Fyef'" (sut)eyef''"suf'"t
>> split,

| Hy€ef ' " (sut)-yef''"suf''t

| >> { rintros (x, xs | xt, rfl),

| | Ffx€eEFf ' " suf'"t

| | >> { left,

| | Ffx€TF ' s

|| >> use [x, xs] },

| mfx€ef ' " suf'"'t

| { right,

| mfx€ef'" t

| use [x, xt] }},

Fy€ef''suf''t-y€ef"

>> { rintros ((x, xs, rfl) |

X !
XS

a,

! X €E5s

Ffx€TFf ' (sut)

t

{ use [x, or.inl xs] },
X €t

Ffx€eETf ' (sut)

>>

{ use [x, or.inr xt] }},

no goals
-/

= Primagen de imagen

(s ut)
(x, xt, rfl)),
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-- Ejercicio. Demostrar que
-- scf -1 (f''s)

import data.set.function

universes u v

variable a : Type u
variable B : Type v
variable f : a - B
variables s t : set a
example : s |d f ~['| (f [']s)
begin

intros x xs,

show f x [§ f ['] s,

use [x, xsl],

end

-- Prueba
/-

a : Type u,
B : Type v,
f:a-2_,
s ! set a

Fscf -1 (f''s)
>> intros x xs,

X ! a,

Xs : X €s

Fx €f -1 (f''s)
>> show f x € £ '' s,

Ffx€ETf'" s
>> use [x, xs],

no goals

=/

-- 22 demostracion

example : s d f ~['| (f [']s)

begin
intros x xs,
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show f x E f [] s,

apply set.mem image of mem f xs,

end

-- Prueba
/-

a : Type u,
B : Type v,
f:a-2_,
s ! set a

Fscf -1 (f'"'s)
>> intros x Xxs,

X ! a,

XS ! X €5

Fx €f -1 (f'"s)
>> show f x € f '' s,

Ffx€eTf ' s

>> apply set.mem image of mem f xs,

no goals
=/

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- + set.mem image of mem :

m Inclusién de la imagen

-- Ejercicio. Demostrar que

X €Ea-fFfxef''

-- f'"sctescf-1'¢t

import data.set.function

universes u v
variable a : Type u
variable B : Type v
variable f : a - B
variables (s

open set

example : f['[sdtesldf -]t

set a) (t :

set B)
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begin
split,
{ intros h x xs,
show f x [g t,
{ calc f x g f['|s : mem image of mem f xs
. g t : h }},
{ intros h y hy,
rcases hy with (x,xs,fxy),
rw | fxy,
apply h,
exact xs },
end

-- Prueba

|
| >> { intros h x xs,
| h: f'" sct,
| x ! a,
| xs : x € s
| mx € f -1' ¢t
| >> show f x € t,
| >> { calc f x € f '' s : mem _image of mem f xs
| >> ... ¢t :h }},
Fscf-1"t-fFf"'" sct
>> { intros h y hy,
h:scf-1'¢,

y : B,
hy : yef''s
Fy €t
>> rcases hy with (x,xs,fxy),
X ! a,

XS ! X € s,
fxy : fx=y
Fy €t
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>> rw « fxy,
Ffx€Et

>> apply h,
FXx €Es

>>  exact xs },
no goals
=/

» Ejercicios de imagenes y uniones

import data.set.lattice
open set function

universes ul u2 u3

variable {a : Type ul}
variable {B : Type u2}
variable {I : Type u3}
variable f : a - B

variable A : I - set «
variable B : I - set B

-- Ejercicio. Demostrar que
-- f'' (i, A1i) =y i, f'' A1

example : f[''] (Ui, Ai) =i, F[']AL:=

begin

ext vy,

simp,

split,

{ rintros (x, (i, xAi), fxeq),
use [i, x, xAi, fxeq] },

{ rintros (i, x, xAi, fxeq),
exact (x, (i, xAi), fxeq) },

end

-- Prueba
/_

a Type ul,
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I : Type u3,

f:a-2_,

A: I- seta

H(f'"y(i:1), Ai)=¢(i:1I), f'" A1l
>> ext y,

y : B

F(yef'"yYy((i:1I), Ai)ey€e]| (i:1I),
>> simp,

F (3 (x:a), (3 (1i:1I), x€EAI)ANTX=Y)
1(i:I)(x:a), x€EAINTX=y
>> split,
F (3 (x:a), (3 (i :1I), xe€Ai)ANTx-=
(3 (1 : I) (x :a), XEAINTX=Yy)
>> { rintros (x, (i, xAi), fxeq),
X ! a,
fxeq : f x =y,
i: 1,
XAl : X €EA 1
F3(i:I)(x:a), x€EAINTX=y
>> use [i, x, xAi, fxeq] },
(3 (i : I) (x :a), xEAINTX=y)-
(3 (x : a), (3 (1 : I), xXEA L) ANT X =Y)
>> { rintros (i, x, xAi, fxeq),

T -

XAl : x € A 1,

fxeq : fx =y

F3(x:a), (3 (1 :I), x€EAI)ANTX=y
>> exact (x, (i, xAi), fxeq) },

no goals

-- Ejercicio. Demostrar que
-- f'" (i, A1) cnNi, f'" A1

example : f [''| (i, A i) [gNdi, f[]Ad:=

begin
intro vy,
simp,
intros x h fxeq i,
use [x, h i, fxeql],
end

f'"Ai

©

y) -
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-- Prueba

/-

a : Type ul,

B : Type u2,

I : Type u3,
f:a-2_,
A:I- seta
E(Ff "N (1

>> intro y,

y : B
>> simp,
FY (x : a),
Y (i :I),

(V (i :

I), Ai)c(i:1I), f"'" Al

F(y€Ff " (i:I),Ai)-(y€nN(i:

>> intros x h fxeq 1,

X ! Q,

h:V (i:1I), x€A1I1,

fxeq : f x =y,

i:1

F3(x:a), xXEAINTX=Y
>> use [x, h 1, fxeq],

no goals

I), x€A i) - f x
1 (x:a), x€€EAINTX

I),

y—)

f''"Ai)

-- Ejercicio. Demostrar que si f es inyectiva e I no vacio, entonces
-- (nNi, f'*Ai)cf ' (i, A i)

example
(1 : 1)

(injf : injective f)

(ni, £ ]Ad) g f[] (i Ai)

begin
intro vy,
simp,
intro h,

rcases h i with (x, xAi, fxeq),

use Xx,
split,
{ intro 1i',

rcases h i' with (x', x'Ai, fx'eq),
have : f x = f x', by rw [fxeq, fx'eq],
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have : x = x', from injf this,

rw this,
exact x'Ai },
{ exact fxeq },

end

-- Prueba

/-

a : Type ul,
B : Type u2,

I : Type u3,
f:a-2_,

A: I- set a,
i:1,

injf : injective f

F(N(1:1I), f'" Al
>> intro y,

y : B

F(ye€enN(i:I), "'
>> simp,

)esf '""N(1i:1I), Al

Ai) > (y€eFf ' (i:

F(Y (1 :1I), 3 (x:a), xEAINTX=y)-

(3 (x : a), (V (i
>> intro h,
h:V (i:I), 3 (x:

F3(x:a), (V(i:1I

:I), x€EAI1) NT Xx=y)

>> rcases h i with (x, xAi, fxeq),

X ! a,
XAl : x €A 1,
fxeq : fx =y

3 (x:a), (V(i:I), x€AIi)ANTX

>> yse X,
(Y (i :I), x€AI)
>> split,
FY (i:I), x€EAI
>> { intro 1i',
i' I

Fx €A 1
i' : I,

a), x EAINTXxX=y
), X EAI)ANT XxX=y
=Yy

ANfXx=y

|
I
I
|
| >> rcases h i' with (x', x'Ai, fx'eq),
|
I
|
I

I), A1)
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f x =
f x'

| >> have : f x', by rw [fxeq,
| this : f x =
| Hx € A 1’
| >> have : x =
| this : x = x'
| Hx €A 1
| >>  rw this,
| Fx' €A 1
| >> exact x'Ai },
Ffx=y

>> { exact fxeq },
no goals

x', from injf this,

fx'eq],

-- Ejercicio. Demostrar que

f - (i, B i) =\ i, f -

example : f -'['| (Ui, B i) =[J i, f -]
by { ext x, simp }

-- Ejercicio. Demostrar que

f - (i, Bi) = 1i, f -

(B 1)

example
by { ext x, simp }

= Definicion de inyectiva

import data.set.function
open set

universes u v
variable {a :
variable {B : Type v}
variable (f : a - B)
variable (s : set a)

Type u}

: f ] i, Bi) =i, f -] (B i)
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-- Ejercicio. Demostrar que f es inyectiva sobre s syss
- - V {x1 X2}, X1 €ES » x2 Es »> f x1 =1 X2 > X1 = X2

example : inj on f s o
¥ {x1 x2}, x1 § s - x2[§s > fxi=Fx2-x1=x2 :=
iff.refl

» |Inyectividad del logaritmo

-- Ejercicio. Demostrar que lo funcién logaritmica es inyectiva sobre
-- los numeros positivos.

import analysis.special functions.exp log
open set real

example : inj on log { x | x >0 } :=

begin
intros x y xpos ypos,
intro h,
calc
x = exp (log x) : by rw exp log xpos
=exp (log y) : by rwh
=y : by rw exp _log ypos,
end
-- Prueba
/_

F inj on log {x : R | x > 0}
>> intros x y xpos ypos,
Xy R,

Xxpos : x € {x : R | x > 0},
ypos : y € {x : R | x > 0}
F x.log = y.log » x =y

>> intro h,
h : x.log = y.log
FXx =y

>> calc
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> x = exp (log x)
>> = exp (log y)
>> =y

=/

: by rw exp log xpos
: by rw h
: by rw exp log ypos,

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- +exp log : 0 <x - exp (log x) = x

-- Comprobacién:
variable (x : R)
#check @exp_log x

= Rango de la exponencial

-- Ejercicio. Demostrar que el rango de la funcidén exponencial es el
-- conjunto de los niumeros positivos,

import analysis.special functions.exp log

open set real

example : range exp = {y |y >0} :=

begin
ext vy,
split,
{ rintros (x, rfl),
apply exp_pos },
{ intro ypos,
use log vy,
rw exp_log ypos 1},
end

-- Prueba

F range exp = {y : R | y > 0}

>> ext y,
y : R

y € range exp o y € {y :

>> split,
|y : R

R | y>0}
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y €range exp o y € {y : R | y > 0}
>> { rintros (x, rfl)

|
|
| x
| + XexpE{y:R|y>0},
| >> apply exp_pos },
y : R
Fy€eE{y :R | y>0} -y € range exp
>> { intro ypos,
ypos : y €{y : R | y > 0}
F y € range exp
>> use log y,
F y.log.exp =
>> rw exp log ypos },
F y.log.exp =
=/

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- +exp log : 0 <x - log (exp x) =

variable (x : R)
#check @exp log x

» Inyectividad del cuadrado

import data.real.basic

open set real

-- Ejercicio. Demostrar que la funcidén cuadrado es inyectiva sobre los
-- numeros no negativos.

example : inj on sqrt { x | x =0 } :=

begin
intros x y xnonneg ynonneg,
intro e,
calc
x = (sqrt X)IZ : by rw sqr_sqrt xnonneg

(sqrt y)[2 : by rw e
y : by rw sqr_sqrt ynonneg,

end


./src/Conjuntos/Inyectividad_del_cuadrado.lean

302 Capitulo 4. Conjuntos y funciones

-- Prueba

F inj on sqrt {x : R | x = 0}
>> intros x y xnonneg ynonneg,

F inj on sqrt {x : R | x = 0}
>> intro e,

e ! x.sqrt = y.sqrt

FXx =y
>> calc
> x = (sqrt x)"2 : by rw sqr_sqrt xnonneg
>> = (sqrt y)~2 : by rw e
>> .=y : by rw sqr _sqrt ynonneg,
no goals
=/

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- +sqr sqrt : 0 = x > (sqrt x) ~ 2 =x

-- Comprobacion:
variable (x : R)

#check @sqr_sqrt x

example : inj on (A (x : R), XIZ) {x| x=0} :=

begin
intros x y xnonneg ynonneg,
simp,
intro e,
calc
X = sqrt (x I 2) : by rw sqgrt _sqr xnonneg
=sqrt (y[J2) : by rwe
=y : by rw sqrt sqr ynonneg,
end
-- Prueba
/_

F inj on (A (x : R), x ~2) {x : R | x = 0}
>> intros x y xnonneg ynonneg,

xy R,

xnonneg : x € {x : R

ynonneg : y € {x : R

I JFs
|
F (A (x : R), x ~2) x

}
(A (x :R), x~2)y-Xx=y

0
0

N x X
[\
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>> simp,
FXx"~"2=y"2->Xx=Y
>> intro e,
e: x"~"2=y"2

FXx =y
>> calc
> x =sqrt (x ~ 2) : by rw sqrt _sqr xnonneg
>> =sqrt (y ~2) : by rw e
>> . =y : by rw sqrt sqr ynonneg,
no goals
=/

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- +sqrt sqr : 0 = x > (x ~ 2).sqrt = x

#check @sqrt_sqr x
= Rango del cuadrado

import data.real.basic

open set real

-- Ejercicio. Demostrar que
-- sqgrt "' {x | x =0 } ={y | y = 0}

example : sqrt | { x | x =0} ={y | y = 0} :=
begin
ext,
split,
{ intro h,
rcases h with (y,hy,eq),
simp at *,
rw | eq,
exact sqrt _nonneg y },
{ intro h,
use x [ 2,
simp at *,
split,
{ exact pow nonneg h 2 },
{ exact sqrt sqr h }},
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end

-- Prueba

Fsgrt '' {x : R | x=0} ={y : R | y = 0}

>> ext,

R

X Esqrt "' {x : R | x=20})ox€EA{y:R|yz=0}

>> split,

x : R

FXx€Esqgrt "' {x:R| x=20}-x€E{y:R|y=0}
>> { intro h,

h:x €sqrt '' {x:R | x =0}

Fx €E{y :R | y=0}
>> rcases h with (y,hy,eq),

T X

I

I

I

I

I

I

| xy : R,

| hy : vy € {x : R | x = 0},

| eq : y.sqrt =

| - x € {y : | y = 0}

[ >> simp at *,

| hy : 0 =y

| F O =x

| >> rw < eq,

| 0 =< y.sqgrt

| >> exact sqrt nonneg y },
x R

FXxE{y :R|y=0}->x€sqrt ' {x:R | x =0}

>> { intro h,
h: x €{y : R | y
F x € sgrt '' {x
>> use x ° 2,
Fx ~2€{x :R | x=0} A (x" 2).sqrt =
>> simp at *,
h:0 =
FO=<sx"2NAN(x"2).sqgrt =
>> split,
| O =x "2
| >> { exact pow nonneg h 2 },
F (x ©~ 2).sqrt =
>> { exact sqrt sqr h }},
no goals
=/

0}
| x

= IV

0}
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-- Comentario: Se han usado los lemas
-- + X.sqrt nonneg : 0 = x.sqrt
-- + pow nonneg : O =x->VY (n:N), 0=x"n

-- Comprobacidn:
variable (x : R)

#check @sqrt _nonneg x
#check @pow nonneg X

-- Ejercicio. Demostrar que
-- range (A (x : R), x*2) ={y | y = 0} :=

example : range (A (x : R), x2) ={y | y = 0} :=

begin
ext,
split,
{ intro h,
simp at *,

rcases h with (y,hy),
rw | hy,
exact pow _two nonneg y },
{ intro h,
use sqrt x,
simp at *,
exact sqr_sqrt h },
end

-- Prueba

F range (A (x : R), x ~2) ={y : R | y = 0}
>> ext,
x : R
F x € range (A (x : R), x ~2) e x E{y : R | y = 0}
>> split,
| Hx € range (A (x : R), x ~2) - x €{y : R | y = 0}
| >> { intro h,
| h : x € range (A (x : R), x ©~ 2)
| Fx E{y : R | y=0}
[ >> simp at *,
| h :
| -0

IN W

(y : R), y~2=x
X
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|
I
|
I
|
I
|
X
|_

>

-

>> rcases h with (y,hy),

xy : R,
hy : vy~ 2 =x
FO=sx

>> rw < hy,
FO=sy "2

>> exact pow two nonneg y },
R

X€E{y :R|y=0})>x€range (A (x : R), x " 2)

>> { intro h,

: X E{y :R | y=0}

X € range (A (x : R), x ~ 2)
>> use sqrt x,

F (A (x : R), x~2) x.sqrt = x
>>  simp at *,

h:0=sx

F x.sqrt ©~ 2 = x
>> exact sqr _sqrt h },

no goals

=/

-- Comentario: Se han usado los lemas

-- + pow two nonneg x :
-- + sqr_sqrt :

0 =x "2
0 =< x - (sqrt x) ~ 2 =x

-- Comprobacién:
#check @pow _two nonneg X
#check @sqr_sqrt x

» Ejercicios de imagenes y preimagenes

import data.set.function

open set function

universes u v
variable o : Type u
variable B : Type v
variable f : a - B
variables s t : set «
variables u v : set B


./src/Conjuntos/Ejercicios_de_imagenes_y_preimagenes.lean

4.2. Funciones

307

-- Ejercicio. Demostrar que si f es inyectiva, entonces

- f-1' (f''5)c

example
(h : 1nJect1ve f)
. f ‘1[] [:]s) I S =
begin
intros x hx,
have hl : f x |§ f [''] s := hx,
rcases hl with (y, ys, fyfx),
have h2 : y = x := h fyfx,

rw o h2,
exact ys,

end

-- Prueba

/_

a : Type u,

B : Type v,

f:a-2_,

s : set q,

h : injective f

+ f -1' (f '' ' s) ¢
>> intros x hx,

X ! aQ,
hx : x € f -1'" (f '' s)
F X € s

>> have hl : f x € f '' s := hx,
hli : fx€ef''s
F X €s
>> rcases hl with (y, ys, fyfx),
y ! a,
ys : y € s,
fyfx : fy=17*fx
F X €Es
>> have h2 : y = x := h fyfx,
h2 : y=x
F X €Es
>> rw « h2,
FyE€s
>> exact ys,
no goals
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-- Ejercicio. Demostrar que
f'' (f-1' u) cu

example :

f1] (F]u) Qu:
begin

rintros y (x, hxu, fxy),
rw H fxy,
exact hxu,

end

-- Prueba

: Type u,
: Type v,
pa- B,
: set B
f (f -2' u) cu
>> rintros y (x, hxu,
y : B,
X ! a,
hxu : x € f - 1!
fxy : fx=y
FyE€Eu

>> rw <« fxy,
Ffx€Eu

>> exact hxu,
no goals

fxy),

u,

-- Ejercicio. Demostrar que si f es suprayectiva
ucft ' (f-1'" u)

example
(h : surjective f)
culd £ (F ] w)
begin
intros y hy,

, entonces
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rcases h y with (x,hx),
use X,
split,
{ simp,
rw hx,
exact hy},
{ exact hx },
end

-- Prueba

/
a : Type u,

B : Type v,
f:a-2_,

u : set B,

h : surjective f
Fucft ' (f-1'"u)
>> intros y hy,

y : B,
hy : y €u
Fy €f ' (f -1 u)
>> rcases h y with (x,hx),
X ! a,
hx : fx =y
Fy €f ' (f -1 u)
>> yse X,
Fx€ETFf -1"unNTfx=y
>> split,
| Hx € f 1" u
| >> { simp,
| Hfx Eu
| >> rw hx,
| Fy Eu
| >> exact hy},
Ffx=y
>> { exact hx },

-- Ejercicio. Demostrar que si
-- sct

-- entonces

-- f'*scf'"t
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example

(h :sgt)

N [] S E f [] t =
begin

rintros y (x,xs,fxy),

use X,

split,

{ apply h,

exact xs },
{ exact fxy },

end

-- Prueba
/_

a : Type u,
B : Type v,
f:a-2_,
st set a,
h:sct

Hf'"scf 't
>> rintros y (x,xs,fxy),
y : B,
X ! aQ,
XS ! X € s,
fxy : fx=y
Fyefr 't
>> use X,
FXxXEtANTFfx=y
>> split,
| Fx €t
| >> { apply h,
| Fx €s
| >> exact xs },
Ffx=y
>> { exact fxy },
no goals

-- Ejercicio. Demostrar que
-- ucv
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-- entonces
- - f-1'ucf-1'v

example

(h s uldv)

. ‘1[[u E f ‘1B vV o=
begin

intros y hy,

simp at *,

apply h,

exact hy,
end

-- Prueba

: Type u,
: Type v,
pa- B,
v : set B,
D uUcv
Ff-1'ucf-1'vy
>> intros y hy,
y ! a,
hy : y € f-1"u
Fy€ef -1 v
>> simp at *,
hy : fye€eu
FfyE€Ev
>> apply h,
Ffy€Eu
>> exact hy,
no goals

>SS H™®™WR N

-- Ejercicio. Demostrar que
- - f-1" (uuvv)=(f "1 u)u (f 1" v)

example : f ~'['| (uyv) = (f []u) | (f ] v) :=

begin
ext x,
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split,
{ intro hx,
rcases hx with hxu | hxv,
{ left,
apply hxu },
{ right,
apply hxv }},
{ intro hx',
simp,
rcases hx' with hxu' | hxv',
{ left,
apply hxu' },
{ right,
apply hxv' }},
end

-- Prueba

v : set B
f-* (uuvv)=fFf -1 yuf-1'"v
>> ext X,
X !«
Fx€Tf 1" (UuUuvVv) ex €Ff -1 yuf-1'"vy
>> split,
Fx€f - (uuvv) -x€f -1 yuf-1'"v
>> { intro hx,
hx : x € f -1' (u v v)
Fx€f -1 uuf-1'v
>> rcases hx with hxu | hxv,
hxu : f x € u
Fx€E€ETFf 1" uuf -1'v

I

I

| > { left,

| Fx € f 1" u

| > apply hxu },
Fx €f -"1"uyuuf 1"y

>> { right,
Fxef -1'v

>> apply hxv }},
X€Ef-1'"uuf -1'v-oxef -1 (uuv)
>> { intro hx',

T______________
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hx'" : xe f -1 yuf -1'"v
FXx €Ff -1'" (uuv)

>>  simp,
FfXxX€E€EuvVvTxEv

>> rcases hx' with hxu' | hxv',
| hxu' : x € f -1' u
| HfxX€Euv fxE€Ev
| >> { left,
| H fx Eu
| > apply hxu' },
hxv' : x € f -1' v

FfXx€Euv fxe€ev

>> { right,
Ffx€Ev

= apply hxv' }},
no goals

-- Ejercicio. Demostrar que
-- f''"(snt)c (f'" " s)n((f''t)

example : f [''| (s t) @ (fF[]s) [ (F[t)

begin
rintros y (x, (xs,xt), fxy),
split,
{ use Xx,
exact (xs, fxy)},
{ use Xx,
exact (xt, fxy)},
end

-- Prueba

- o+ -

(snt)cf'"snf''t
>> rintros y (x,(xs,xt),fxy),

y : B,

X :a,
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fxy : fx =y,

XS ! X € s,

xt : x €t

Fyef'"snf''"t
>> split,

| Hyef''s

| >> { use Xx,
| FXEsATFfXx=y
| >> exact (xs, fxy)},
Fyef''t

>> { use x,
FXxXEtANTFfx=y

>> exact (xt, fxy)},
no goals

-- Ejercicio. Demostrar que si f es inyectiva, entonces

- - (f'"'s)n(f'" t)cf' (snt)

example
(h : injective f)
(F sy (F[]t) G F[] (s t) :=
begin
rintros y (ys,yt),
rcases ys with (x,xs,fxy),
use X,
split,
{ split,
{ exact xs },
{ rcases yt with (z,zs,fzy),
rw [fzy at fxy,
rw h fxy,
exact zs }},
{ exact fxy },
end

-- Prueba
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st : seta,
h : injective f
Ff'"snf'"tcf ' (snt)
>> rintros y (ys,yt),
y : B,
ys : y € f'' s,
yt : yef''t
Fyef ' (snt)

>> rcases ys with (x,xs, fxy),
X ! a,
XS ! X €5,
fxy : fx=y
Fy €e€f'' (snt)

>> use X,
FXxXEsntAafx=y

>> split,

FXx€Esnt

>> { split,

| Hx €s

| >> { exact xs },

Fx €t

>> { rcases yt with (z,zs, fzy),
z : a,
zs : 7 € t,

|
I
I
|
I
|
I
|
I
|
| >> rw «fzy at fxy,
|
I
I
|
I
|
|_

fzy : fz=y
Fx €t
fxy : fTx=172z
Fx €t
>> rw h fxy,
fxy : fx=°F2z
FzE€Eet
>> exact zs }},
fx=y
>> { exact fxy },
no goals
=/

-- Ejercicio. Demostrar que

- - (f '*'s) \ (f'"t)cf' (s t)

example : (f[]s) N (F[Jt) [ f[] (sN1

begin
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rintros y (hl,h2),
rcases hl with (x,xs,fxy),
use X,
split,
{ split,
{ exact xs },
{ intro h3,
apply h2,
use X,
exact (h3, fxy)}},
{ exact fxy },
end

-- Prueba

t : set a
f''"'s\ f'"tcf'" (s t)
>> rintros y (hl,h2),
y : B,
:yef'' s,
h2 : y&f 't
Fy€ef ' (sl t)
>> rcases hl with (x,xs,fxy),
X ! a,
XS ! X €5,
fxy : fx=y
Fy€e€f ' (s t)
>> yse X,
Fx€E€Es |\ tAfx=y
>> split,
| HFx €s | t
| >> { split,
| Hx € s
[ | >> { exact xs },
| F (A (a: a), a &t) x
| >> { intro h3,
| h3 : x €t
| - false
| >> apply h2,
| myef "t
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| >> use X,
| Fx €t ANTfXx=y
| > exact (h3, fxy)}},
Ffx=y
>> { exact fxy },
no goals

-- Ejercicio. Demostrar que
-- (f =2 u) \ (f -t v)cf-1" (u\ v)

example : (f “[Ju) N (f “]v) g f ] (uNwv) :=

begin
rintros x (hxu,hxv),
simp,
split,
{ exact hxu },
{ intro h,
apply hxv,
exact h },
end

-- Prueba

/_

a : Type u,

B : Type v,

f:a-2_,

uv : setp

Ff-1ul f-vef -1 (ulv)
>> rintros x (hxu, hxv),

X ! a,

hxu : x € £ -1' u,

hxv : x ¢ f -1' v

Fx €f -1 (ul v)

>> simp,
FfXx€EuANTx¢gv
>> split,
| Hfx Eu
[ >> { exact hxu },
Ffx¢&v

>> { intro h,
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h :
+ fa
>>

fxX €Ev
lse
apply hxv,

Fx €f -1'"v

>>

exact h },

no goals

-- Ejercicio. Demostrar que

(f'"'s)nv=r"F""(sn (f -1

exam
begi

ple : (F[]s) M v="=F[] (s (F-]v)

n

ext vy,
split,

{

end

rintros (ys,yv),
rcases ys with (x,xs,fxy),
use X,
split,
{ split,
{ exact xs },
{ simp,
rw fxy,
exact yv }},
{ exact fxy }},
intro h,
rcases h with (x, (hxs, hxv), fxy),
split,
{ rw dfxy,
exact mem_image of mem f hxs },
{ rw dfxy,
exact hxv }},

-- Prueba
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Ff'""snv=rFf"'""(snf-1'"v)
>> ext y,

y : B

Fyef'"snvey€ef'' (snf-1'"v)
>> split,

Fyef'"snv-y€ef'' (snf-1'"v)
>> { rintros (ys,yv),
ys : y e f''s,
yv 'y €v
Fye€ef ' (snf -1'vy)
>> rcases ys with (x,xs,fxy),
X ! a,
XS ! X € s,
fxy : fx=y
Fye€ef ' (snf -1'vy)
>>  use X,
X€Esnf-1'"vaAfx=y
>> split,
FX€snf -1'vy
> { split,
| Fx €s
| >> { exact xs },
Fx €ef -1 v
>> { simp,
FfXx€Ev
>> rw fxy,
Fy €
>> exact yv }},
Ffx=y
>> { exact fxy }},
y€e€f'" " (snf-1"v)->y€f''snyv
>> { intro h,

<

T - - - - -« — T ——_— - — — ———— —

h:ye€ef ' (snf-1'vy)
Fy€ef'''snv
>> rcases h with (x, (hxs,hxv), fxy),
X ! a,
fxy : fx=y,
hxs : x € s,
hxv : x € f -1' v
Fyef''snv
>> split,
| Hy € f''" s

[ > { rw <fxy,
| Hfx€ef'"'s
| >> exact mem_image of mem f hxs },
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Fy €Ev

>>  { rw <fxy,
FTfXx€Ev

>> exact hxv }},
no goals

-- Ejercicio. Demostrar que
-- f'" (snf -1 u)c (f'" s)uu

example : f [ (s f [Ju) @ (fF[]s) Yu:

begin
intros y h,
rcases h with (x, (xs,xu),fxy),
right,
rw foy,
exact xu,
end

-- Prueba

: set B
f'"(snf-1"u)cf''suu
>> intros y h,

© B
Y

TS L +v®™R N
s‘
<
e
®
S

T oK<

: €ef ' (snf -1'"u)
y €Ef'" suu

>> rcases h with (x, (xs,xu),fxy),
X ! a,
fxy : fx =y,
XS ! X €5,
Xu : x €f 1" u
Fy€ef''suu

>> right,
FyE€Eu

>> rw <fxy,
FfXx€Eu
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>> exact xu,
no goals

-- Ejercicio. Demostrar que

((F

example : s | f | uld f -] ((F[]s) pu) :=

- snaf-1'ycgcf -1

begin
rintros x (xs,xu),
simp at xu,
split,

{ exact mem image of mem f xs },

{ exact xu 1},
end

-- Prueba

/

a : Type u,
B : Type v,
f:a-2_,
s : set a,
u: set B
|_

snf - ucf -1 (f "

>> rintros x (xs,xu),

X ! a,

XS ! X €5,

Xxu : x €f 1" u

FXx €Ff -1 (f'" snu)
>> simp at xu,

xu : fx €Eu

Fx €Ff -1 (f'" s nu)
>> split,

| Hfx€ef ' s

| >> { exact mem image of mem f xs },

Ffx€Eu
>> { exact xu },
no goals

s nu)
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-- Ejercicio. Demostrar que
-- suf-ttucf -1 ((f'" s)uu)

begin
rintros x (xs | xu),
{ left,
exact mem image of mem f xs },
{ right,
exact xu },
end

-- Prueba

: set B
suf-tucf - (f'" suu)
>> rintros x (xs | xu),
| x : a,
| xs : x € s
| Fx € f -1 (f'' s uu)
| >> { left,
| Hfx€Ef ' s
| >> exact mem_image of mem f xs },
Xu : x € f 1" u
Fx €f -1 (f'" suu)
>> { right,
FfXx€Eu
>> exact xu },
no goals
=/

= Valor por defecto y eleccién de valores

example : s U f Juld f ] ((F[]s) Yu) :=


./src/Conjuntos/Valor_por_defecto_y_eleccion_de_valores.lean
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variables {a : Type*} [inhabited a]

-- Ejercicio. Calcular el tipo de
-- default «a

#check default a
-- Comntario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene

- - default a : «

-- Ejercicio. Declarar P como un predicado sobre a tal que existe algun
-- elemento que verifica P.

-- Ejercicio. Calcular el tipo de
- - classical.some h

#check classical.some h
-- Comntario: Al colocar el cursor sobre check se obtiene

- - classical.some h : «a

-- Ejercicio. Demostrar que
-- P (classical.some h)

example : P (classical.some h) :=
classical.some spec h

m Funcidon inversa

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Importar la teoria data.set.function

-- 2. Declarar u y v como universos.

-- 3. Declarar a como variable sobre tipo de u habitados.


./src/Conjuntos/Funcion_inversa.lean
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-- 4. Declarar B como variable sobre tipo de v.
-- 5. Declarar la teoria como no computable.
-- 6. Usar la légica clasica.

import data.set.function --
universes u v --
variables {a : Type u} [inhabited a] --
variables {B : Type v} --
noncomputable theory --
open_locale classical --

LN WN R

def inverse (f : a - B) : B~ a :=
Ay B, if h : 3 x, fx=y
then classical.some h
else default «

-- Ejercicio. Sea d una funcidén de a en B e y un elemento de
-- B. Demostrar que si

-- dx, fx=y

-- entonces

-- f (inverse f y) =y :=

theorem inverse spec
{f : a- B}
(y : B)
(h : 3 x, fx-=
f (inverse f vy)
begin
rw inverse, dsimp, rw dif pos h,
exact classical.some spec h

y)
=y:=

end

-- Prueba
/_

a : Type u,

~inst 1 : inhabited a,



4.2. Funciones

325

B : Type v,

f:a-2_,

y : B,

h:3 (x:a), Fx=y

F f (inverse f y) =y
>> rw inverse, dsimp, rw dif pos h,
 f (classical.some h) =y
>> exact classical.some spec h,
no goals
=/

-- Comentarios:
-- 1. La identidad (dif pos h), cuando (h
-- (if h : e then x else y) a x.

-- 2. La identidad (dif neg h), cuando (h :

- (if h : e then x else y) a y.

: e), reescribe la expresioén

- e), reescribe la expresidn

m Caracterizacién de las funciones inyectivas mediante la inversa por la iz-

quierda

import .Funcion inversa

universes u v

variables {a : Type u} [inhabited a]
variables {B : Type v}

variable f : a - B

variable g : B - «

variable x : a

open set function

-- Ejercicio. Demostrar que g es la inversa por la izquierda de f syss

-- V x, g (f x) =X

example : left inverse g f « V x, g (f x) =

by rw left inverse

X =

-- Ejercicio. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:

-- 1. f es inyectiva
-- 2. left inverse (inverse f) f


./src/Conjuntos/Caracterizacion_de_las_funciones_inyectivas_mediante_la_inversa_por_la_izquierda.lean
./src/Conjuntos/Caracterizacion_de_las_funciones_inyectivas_mediante_la_inversa_por_la_izquierda.lean
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-- 12 demostracion

example : injective f o left inverse (inverse f) f :=
begin
split,
{ intros h vy,
apply h,
apply inverse_ spec,
use y },
{ intros h x1 x2 e,

rw [gh x1,
rw [gh x2,

rw e },
end

-- Prueba

a : Type u,
inst 1 : inhabited «a,
: Type v,
ca - B
injective f o left inverse (inverse f) f
>> split,
 injective f - left inverse (inverse f) f
>> { intros h y,
h : injective f,
y @ a
F inverse f (fy) =y
>> apply h,
F f (inverse f (fy)) =fy
>> apply inverse spec,
F3(x:a), Fx="7Fy
>> usey },
left inverse (inverse f) f - injective f
>> { intros h x1 x2 e,
h : left inverse (inverse f) f,

T - ™|

T__________

x1 x2 : a,
e : fxl=Tfx2
F x1 = x2

>> rw <h x1,
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F inverse f (f x1) x2
>> rw «<h x2,

F inverse f (f x1) = inverse f (f x2)
>>  rw e},

no goals

-/

-- 22 demostracion

example : injective f o left inverse (inverse f) f :=
(A hy, h (inverse spec (y, rfl)),
Ahx1x2e, by rw [[dh x1, idh x2, el)

» Caracterizacién de las funciones suprayectivas mediante la inversa por la
derecha

import .Funcion inversa

universes u v

variables {a : Type u} [inhabited a]
variables {B : Type v}

variable f : a - B

variable g : B - «

variable x : a

open set function

-- Ejercicio. Demostrar que g es la inversa por la derecha de f syss
o Vx, f(gx)=x:=

example : right inverse g f « V x, f (g x) = x :=
begin

rw function.right inverse,

rw left inverse,
end

-- Ejercicio. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:
-- 1. f es suprayectiva
-- 2. right inverse (inverse f) f


./src/Conjuntos/Caracterizacion_de_las_funciones_suprayectivas_mediante_la_inversa_por_la_derecha.lean
./src/Conjuntos/Caracterizacion_de_las_funciones_suprayectivas_mediante_la_inversa_por_la_derecha.lean
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-- 12 demostracion

example : surjective f o right inverse (inverse f) f :=
begin
split,
{ intros h vy,
apply inverse spec,
apply h },
{ intros h vy,
use (inverse f y),
apply h },
end

-- Prueba

a : Type u,

_inst 1 : inhabited a,

B : Type v,

f:ra-g

 surjective f o right inverse (inverse f) f
>> split,

| - surjective f - right inverse (inverse f) f

| >> { intros h y,

| h : surjective f,

|y : B

| = f (inverse f y) =y

| >> apply inverse spec,

| 3 (x : a), Fx=y

| >> apply h },

F right inverse (inverse f) f - surjective f
>> { intros h y,

h : right inverse (inverse f) f,

: B

1 (a:a), fa=y
>> uyse (inverse f y),

F f (inverse f y) =y
>> apply h },

no goals

=/
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-- 22 demostracion

example :

-- Ejercicio. Demostrar que f es suprayectiva syss tiene una inversa por

-- la izquierda.

example :

begin
split,
{ intro h,

dsimp [surjective] at h,
choose g hg using h,

use g,
exact hg 1},
{ rintro (g, hg),
intros b,
use g b,
exact hg b },
end

-- Prueba

a : Type u,

inst 1 : inhabited «a,
: Type v,
ra - f

T - ™|

>> split,

>> { intro h,
h : surjective f

T

T =

g-’B->C(,

(h
)

a),

)

f a

surjective f o right inverse (inverse f) f :
(A h 'y, inverse spec
A hy, (inverse f y, h

surjective f o 3 g, right inverse g f :

surjective f « 3 (g : B - a), right inverse g f

+ surjective f - (3 (g : B - a), right inverse g f)

i (g : B~ a), right inverse g f
>> dsimp [surjective] at h,
: Y (b : B), 3 (a:
i (g : B~ a), right inverse g f
>> choose g hg using h,

b
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| hg : Y (b : B), f (g b) =b
| 3 (g : B~ a), right inverse g f
[ >> use g,
| v right inverse g f
| >> exact hg },
(3 (g : B~ a), right inverse g f) - surjective f
>> { rintro (g, hg),
g:B-a,
hg : right inverse g f
F surjective f
>> intros b,
b : B
3 (a:a, fa=>b
>> use g b,
Ff (gb) =b
>> exact hg b },
no goals
=/

-- Comentantarios:

-- 1. La tactica (dsimp [e] at h) simplifica la hipdtesis h con la

-- definicidn de e.

-- 2. La tactica (choose g hg using h) si h es de la forma

-- (V (b : B), 3 (a: a), fa=>b) quita la hipdtesis h y ahade las
-- hipétesis (g : B> a) y (hg : Y (b : B), f (g b) =Db).

m Teorema de Cantor

-- Ejercicio. Demostrar el teorema de Cantor: No existe singuna
-- aplicacién suprayectiva de un conjunto en su conjunto potencia.

import data.set.basic
open function
variable {a : Type*}

theorem Cantor : V f : a - set a, - surjective f :=
begin

intros f surjf,

let S := {i| ifgf i},

rcases surjf S with j,


./src/Conjuntos/Teorema_de_Cantor.lean
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have h: : j |§ f j,

{ intro h',
have : j g f j,

{ by rwa h at h' },

contradiction },

have h: : j g S,
from hi1,

have hs : j E S,
by rwa h at hi,

contradiction,

end

-- Prueba

a : Type u 1

FVY (f: a- set a), -surjective f

>> intros f surjf,
f: a- set a,
surjf : surjective f
- false
>> let S :={ 1 |
S:seta:={i: «a
 false
>> rcases surjf S with j,
Da,
: fj=S
 false
>> have h: : j & f j,
Fj&fj
>> { intro h',
h' : j€ETf]
- false
>> have : j & f j,
| -j & fj
| >> { by rwa h at h' },
this : j &€ f j
| - false
| >> contradiction },
h: : j&fj
 false
>> have hz2 : j € S,
| -j €S
| >> from hz,

1¢f i},
| 1 & f i}

> .
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h: j €S
- false
>> have hs : j &S,
>> by rwa h at hi,
hs : j &S
- false
>> contradiction,
no goals
=/
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